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Die Zeitschrift fiir Physik ist durch jede Buchhandlung zu beziehen. Die Mitglieder der Deutschen 
Physikalischen Gesellschaft erhalten die Zeitschrift fir Physik zu einem mit dem Vorstande der 
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und seiner Veréffentlichung durch den Verlag das ausschlieBliche Verlagsrecht fiir alle Sprachen und 
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straBe 22/24, zu richten. 
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Autorkorrekturen, d. h. nachtrigliche Textanderungen, werden, soweit sie 10% der Satzkosten 
iibersteigen, den Verfassern in Rechnung gestellt. 

Die Mitarbeiter erhalten von ihren Arbeiten 75 Sonderdrucke unentgeltlich. Weitere 125 Exem- 
plare werden, falls bei Riicksendung der 1. Korrektur bestellt, gegen eine angemessene Entschidigung 
geliefert. Dariiber hinaus gewiinschte Exemplare miissen zum Bogennettopreise berechnet werden. 
Mit der Lieferung von Dissertationsexemplaren befaBt sich die Verlagsbuchhandlung grundsiitzlich 
nicht; sie stellt jedoch den Doktoranden den Satz zur Anfertigung der Dissertationsexemplare durch 
die Druckerei zur Verfiigung. 
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Aufnahmebedingungen. 


Nur solche Arbeiten kénnen in die Zeitschrift fiir Physik aufgenommen werden, 


die den folgenden 
ree Richtlinien 
geniigen : 


1. Die Arbeit muB dem Gebiete der experimentellen oder theoretischen Physik angehéren. 
Auch Arbeiten aus Nachbargebieten kénnen aufgenommen werden. Ausgeschlossen sind jedoch 
Arbeiten mit rein mathematischem, astronomischem, mineralogischem oder chemischem Inhalt. 


2. Die Einleitung der Arbeit soll den Leser in knappen Satzen in die Vorgeschichte des Problems 
einfiihren. Je stiirker ein Problem im Vordergrunde des Interesses steht, desto kiirzer kann die 
Einleitung gehalten werden. 


3. Das Ziel der Arbeit muB schon in der Einleitung klar ausgesprochen werden. Es soll dabei 
auch ersichtlich sein, inwieweit die Erreichung des gesteckten Zieles einen im Rahmen der heutigen 
Physik wertvollen wissenschaftlichen Fortschritt bedeutet. 


4. Die Beschreibung von Versuchsapparaten soll sich keinesfalls in technische Einzelheiten 
verlieren. Nur apparative Neuheiten von grundsiitzlicher Bedeutung sind von Interesse. Die bild- 
liche Wiedergabe von Apparaten soll durch schematische Zeichnung, nicht durch Photographie 
erfolgen. 


5. Es ist fast immer ausreichend, von den MeBreihen ein typisches Beispiel herauszugreifen. 
An diesem Beispiel soll aber ersichtlich bzw. kontrollierbar sein, wie die Auswertung erfolgt ist, 
wie die Rechnungen durchgefiihrt wurden, welche Korrekturen angebracht sind usw. 


6. Die MeBergebnisse sind entweder in Tabellen oder in Kurven wiederzugeben. Nur in Aus- 
nahmefiillen kann es gerechtfertigt sein, dasselbe Zahlenmaterial sowohl in Tabellen wie in Kurven- 
form zu verdéffentlichen. 


7. Die Lesbarkeit einer Arbeit gewinnt sehr, wenn die Figuren und Tabellen durch gut durch- 
dachte Beschriftung an sich schon verstindlich sind. Jedenfalls sollen alle Figuren und Tabellen 
mit Unterschriften bzw. Uberschriften versehen sein. 


8. In theoretischen Arbeiten sollen die mathematischen Ausfiihrungen gerade so ausfiihrlich 
verOffentlicht werden, da®B der Leser die vom Verfasser tiberwundenen Schwierigkeiten nicht noch- 
mals von neuem iiberwinden muB. Elementare Rechnungen diirfen nur ganz kurz angedeutet werden. 
In Zweifelsfillen empfiehlt es sich, Zwischenrechnungen als Anhang in kleinem Druck zu bringen. 

9. Die Diskussion der Ergebnisse und die sonstigen allgemeinen Erérterungen sollen in ihrer 
Ausfiihrlichkeit dem Umfang der in der Arbeit gewonnenen neuen Erkenntnisse entsprechen. Eine 
kurze MeBreihe berechtigt noch nicht dazu, einen groBen Fragenkomplex lehrbuchartig aufzurollen. 

10. Jede Arbeit muB in sich abgeschlossen sein. Arbeiten, welche allein auf einen Versuchs- 
vorschlag oder nur auf eine Verbesserung von MeBverfahren oder MeGinstrumenten abzielen, kinnen 
in der Regel nicht aufgenommen werden. 

11. Dissertationen oder Habilitationsschriften kénnen nicht in voller Breite aufgenommen 
werden. Nur solche Ausziige werden veréffentlicht, die den vorliegenden Richtlinien entsprechen. 
Die Ausziige sind in einer FuBnote als gekiirzte Dissertation usw. zu kennzeichnen. 

12. Am Kopf jeder Arbeit soll eine Inhaitsangabe in Kleindruck stehen. In diese Inhaltsangabe 
sollen vor allem die Punkte aufgenommen werden, welche der Verfasser als seine neuen Ergebnisse 
und damit als den durch seine Arbeit erzielten wissenschaftlichen Fortschritt ansieht. 


Der Herausgeber: H. Geiger. 
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Die Einzelstreuung schneller Elektronen in Aluminium 
und Nickel. 


Von W. Bothe und L, Ratzel*) in Heidelberg. 
Mit 10 Abbildungen. (Eingegangen am 7. Marz 1940.) 


Mittels einer magnetischen Elektronenlinse wurden praktisch homogene Elek- 
tronenstrahlen bis 2,4 e-MV hergestellt und ihre Einzelstreuung in Aluminium- 
und Nickelfolien mit einem Spitzenzihler untersucht. Die Ergebnisse werden 
im Zusammenhang mit der Theorie und mit friiheren Messungen diskutiert. 


1. Einleitung. Die Einzelstreuung von Elektronen an Atomkernen ist 
schon Gegenstand zahlreicher Untersuchungen gewesen. Die Ergebnisse 
sind jedoch sehr wenig einheitlich, so da{ man heute keineswegs ein klares 
Bild von dieser Erscheinung hat. Die beobachteten Streuintensititen 
liegen innerhalb weiter Grenzen beiderseits der theoretischen Werte, die 
Energieverluste wurden oft gréBer gefunden, als nach dem heutigen Stande 
der Theorie zu erwarten ist. Eine Ubersicht iiber die bisherigen Ergebnisse 
iiber die Streuintensitét wird in Abschnitt 8 gegeben werden. 

Experimentell ist die Einzelstreuung schneller Elektronen weit schwie- 
riger zu behandeln als etwa die der «-Strahlen, hauptsichlich, weil es an 
homogenen #-Strahlenquellen gréBerer Energie fehlt. Die iiberwiegende 
Mehrzahl der bisherigen Untersuchungen wurden mit sehr inhomogenen 
A-Strahlen ausgefiihrt. Wegen der starken Abhiangigkeit von der Energie 
kommt es dabei sehr auf die Kenntnis des Spektrums an. Meist wurden 
die Einzelstreuungen im Gasraum der Wilson-Kammer beobachtet. Dies 
hat zwar den Vorteil, da&B man bequem unterscheiden kann zwischen der 
Streuung an Kernen und an Elektronen, aber es ist nicht leicht, nach dieser 
Methode sichere quantitative Ergebnisse zu erzielen. 

Im folgenden wird tiber eine neue Anordnung zur quantitativen Messung 
der Einzelstreuung nahezu homogener f-Strahlen in Metallfolien herichtet. 
Kinige erste Ergebnisse fiir Aluminium und Nickel werden mitgeteilt. 


2. Versuchsanordnung (Fig. 1). Als Strahlenquellen P dienten konische 
Messinghiitchen von 0,6cm Durchmesser, die mit Glimmer von 2 mg/em® 
verschlossen und mit Radiumemanation gefiillt waren. Durch das Eintritts- 
fenster E aus Glimmer von etwa 3 mg/cm? und 1 em Durchmesser traten 
die #-Strahlen des Ra B+ C in einen Monochromator ein. Dieser bestand 





*) D 25. 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. 115. 33 
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Fig. 1. 


Das Zahlerfenster, welches den Strahlengang bestimmte, hatte genau 1 em 


Versuchsanorduung. 


W. Bothe und L. Ratzel, 


aus einem evakuierten Messingrohr R,; von 100cm Linge, in welche: 
mittels einer starken magnetischen Elektronenlinse L, die in der Mitte de- 
Rohres saB, annihernd homogene Energiebereiche bis 2,8 e-MV ausgesonder: 


werden konnten. Der Strahlen- 


gang wurde durch die Ring- 
blende R und die Austritts- 


blende A, bestimmt; auf diese 
Blenden wird in Abschnitt 3 noch 
genauer einzugehen sein. Einige 
weitere Kreisblenden B, bis B; 
unterdriickten die Riickdiffusion 
den Rohrwinden. Die 
f-Strahlen traten dann als hohl- 
kegelférmiges 


von 


Biindel in ein 
zweites Messingrohr Rs von 
40cm Linge ein und fielen auf 
die Streufolien F. Die Folien 
waren auf Messingrahmen ge- 
spannt. Die Rahmen und die 
Kreisblende Bg waren so_ be- 
messen, dab sie nicht von den 
Primiarstrahlen getroffen werden 
konnten, ebenso auch die 2 mm 


Bleischeibe Phy. Dies 


wurde photographisch kontrol- 


starke 


liert; es konnte dabei auch 
keinerlei ungewollte Streustrah- 
lung auBerhalb des geometri- 
schen Strahlenganges festgestellt 
werden. Es konnten jeweils 
drei Folien in dem aufgesetzten 
Kasten K untergebracht und von 
auBen her durch Schliffe und 


Schnurliufe einzeln oder kombi- 


niert in den Strahlengang herabgelassen werden. Die gestreuten Elektronen, 
welche von der Folie in die zweite Austrittsblende A» gelangten, wurden 
dort mit einem Spitzenzihler Z gezihlt. A, war mit Glimmer von etwa 
4mg/em?, das Zihlerfenster* mit Glimmer von 3 mg/cm? verschlossen. 


Bade 
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Durchmesser. Der Ziahler sprach tiber die ganze Fenster6ffnung gleich- 
mabig auf f-Strahlen an, wie durch Abtasten mit einem engen /-Strahlen- 
bindel festgestellt wurde. Die Bleikérper Pb; bis Phg schiitzten den 
Zihler vor primaren oder gestreuten +-Strahlen bzw. gestreuten /-Strahlen 
von den Blendenrindern. Die Zentrierung aller Teile wurde sorgfiltig 
geprift. Der Druck in den Rohren betrug 10-4 mm Hg. Um die Primiir- 
intensitét zu messen, konnte der Abschlubdeckel Dg durch einen 
anderen ersetzt werden, in welchem ein horizontaler radialer Schlitz S 
von 0,52cem Breite und 6em Linge angebracht war. Der Schlitz war 
mit Glimmer von etwa 4 mg/cm? verschlossen. Der Zihler konnte hinter 
diesem Schlitz entlang gefihrt und so die Verteilung der Intensitét in 
dem hohlkegelférmigen Primarbiindel ausgemessen werden. Hierbei wurde 
vor den Zihler noch ein vertikaler Schlitz von ebenfalls 0,52 cm Breite 
gesetzt, so daB eine definierte Flaiche von (0,52 cm)? ausgeblendet wurde. 


Ein groBer Vorteil dieser ganzen Anordnung ist, dab der Nachweis 
der gestreuten Elektronen in grober Entfernung von der primaren Strahlen- 
quelle erfolgt, so daB auch mit starken Strahlenquellen die Stérungen durch 
y-Strahlen ertriglich sind; 10mC verursachten einen Nulleffekt von 
30 Ausschl. /min. 

Von der Elektronenlinse wurde verlangt, dali sie weit gedffnete Elek- 
tronenbiindel mit Energien bis zu 2,5 e-MV auf eine nicht zu grobe Ent- 
fernung fokussierte. Die Linse ist eine flache Magnetspule von 4000 Windungen 
aus 1,1 mm starkem Kupferdraht. Die Wicklung ist in der Mitte angezapft, 
um die beiden Hilften parallel schalten zu kénnen. Die Spule ist auf den 
beiden Seitenflichen und der fuBberen Mantelfliche mit 5mm starkem 
Weicheisen Fe gekapselt, um das Magnetfeld zusammenzudringen und so 
die Brennweite zu verkiirzen!). Nur die innere Mantelfliche besteht aus 
Messing. Zur Wasserkithlung sind auf die beiden Seitenflichen Dreikant- 
rohre W aus Kupfer spiralig aufgelétet. Bei einem Spulenstrom von 4 A 
betrug die Feldstirke in der Mitte der Spule rund 900 Gaub. 


Ks hat sich gezeigt, dab die Linse sehr genau justiert werden mu, um 
einen sauberen Strahlengang zu erhalten. Darum ruht sie mittels zweier 
horizontaler Drehzapfen C auf einem sehr stabilen Justiergestell J aus 
LeichtmetallguB. Durch Schrauben und Gegenschrauben S, So kénnen 
feine Drehungen um die horizontale und vertikale Querachse der Linse 
hervorgebracht werden, mittels der drei FuBschrauben F seitliche und verti- 
kale Verschiebungen. Alle diese Bewegungen.kénnen unabhingig von dem 


') Vgl. O. Klemperer, Phil. Mag. 20, 545, 1935. 
33* 
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Monochromatorrohr ausgefihrt werden, welches frei durch die Spule hin 
durchgeht. 

Kine zweite, genau gleiche Linse wurde gleichzeitig gebaut. Sie sollt. 
spater als Spektrograph zur Analyse der gestreuten #-Strahlen dienen, 
wurde aber bisher nur fiir Hilfsversuche benutzt (vgl. Abschnitt 3). 

3. Auflésungsvermégen und sphdrische Aberration des Monochromators. 
Der Monochromator sollte einerseits méglichst ,,lichtstark** sein, andererseits 
durfte das Auflésungsvermégen nicht allzu klein sein. Diese beiden Be- 




















Fig. 2. Monochromator und Spektrograph zur Messung der Auflisung (schematisch). 
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Fig. 3. Spulenstrom im Monochromator konstant = 0,72 A; Spulenstrom im Spektrographen 
verinderlich. 


Kurve a: Ringblenden RR’ von 6,0 — 85cm Radius; Austrittsblende A; von 0,1 cm Radius; 
Glimmer hinter A;,. 
Kurve b: Ringblenden RR’ von 7,5 —8,5em Radius; Austrittsblende A; von 0,5em Radius: 
Glimmer hinter A. 
Kurve ¢: wie a aber ohne Glimmer. 


dingungen widerstreiten einander. Es muBbten also durch passende Wahl 
der Ringblende R (Fig. 1) und der Austrittsblende A, die giinstigsten Be- 
dingungen gefunden werden. 

Um das Auflésungsvermégen zu untersuchen, wurde das Rohr Rez 
(Fig. 1) ersetzt durch einen Spektrographen, welcher genau so gebaut war, 
wie der Monochromator (schematische Fig. 2). Hierzu diente die schon 
erwaihnte zweite Elektronenlinse. Vor der Eintrittsblende EF saB ein RaKm- 
Hiitchen; das RaB + C sendet f-Strahlen von wesentlich kontinuierlicher 
Energieverteilung in den Monochromator. An der Austrittsblende A, des 
Spektrographen wurde mit dem Spitzenzihler die Elektronenintensitat in 
Abhangigkeit von dem Spulenstrom des Spektrographen bestimmt, waihrend 
der Spulenstrom des Monochromators konstant gehalten wurde. Fig. 3a 
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und b zeigt zwei solcher Kurven, welche mit verschiedenen Blenden er- 
halten wurden. Bei hoher Auflésung sollte eine scharfe Linie erscheinen. 
Statt dessen tritt eine breite Verteilung auf. Die Breite ist offenbar das 
Doppelte derjenigen, welche dem Auflésungsvermégen des Monochromators 
allein entspricht. 

Bei diesen Messungen war die Austrittsblende 4, des Monochromators 
mit Glimmer von 2,5 mg/em? bedeckt. Dies war nétig, um die aus dem 
Monochromator austretenden Strahlen etwas diffus zu machen, damit jede 
Koppelung zwischen Richtung und Energie der Strahlen aufgehoben 
wurde. Andernfalls kommt man zu ganz falschen Ergebnissen, wie man 
sich am einfachsten fiir den Idealfall iiberlegt, dab die drei Blenden EF, 
A,, A, (Fig. 2) verschwindend klein gegen die Breite der Ringblenden R R’ 
sind. In diesem Falle ist die Auflésung allein durch die Ringblenden und 
die Grébe der sphirischen Aberration bestimmt. Ohne Glimmer hinter A, 
miBte dann aus Symmetriegriinden der Strahlengang im Spektrographen 
genau derselbe sein wie im Monochromator, d.h. jeder durch E und A, 
gehende Strahl miBte auch durch A, gehen, welches auch seine Energie ist 
(gestrichelte Strahlen in Fig. 2); die verschiedenen Energien sind dann 
nadmlich im Strahlengang derart getrennt, dab die Wirkungen der spharischen 
Aberration der beiden Linsen sich stets genau aufheben. Der Glimmer 
hinter A, bewirkt dagegen, dab in jedem aus A, austretenden Strahl 
alle iberhaupt vorkommenden Energien vertreten sind, so dab jeder Strahl 
nochmals eine Verwaschung durch die zweite Linse erfihrt (ausgezogene 
Strahlen in Fig. 2). Diese Uberlegung wird bestiatigt durch die Kurve 
Fig. 3c, welche ebenso wie die Kurve a, nur ohne Glimmer aufgenommen 
wurde: Kurve ¢ ist viel schmaler als a. 

Die Kurven a und b der Fig. 3 lassen nun einen interessanten Schlub 
zi. Bei a waren die beiden Ringblenden breiter, die Austrittsblende dagegen 
kleiner als bei b. Die Auflésung ist bei b bedeutend besser. Dies zeigt, dab 
die sphirische Aberration so stark ist, da{b die Breite der Ringblende viel 
stirkeren EinfluB auf das Auflésungsvermégen hat als die Grébe der Aus- 
trittsblende. In der Tat zeigt eine einfache geometrische Uberlegung, daB 
die ,,Linienbreite*, welche allein durch eine Austrittsblende 4, vom Radius 9 
verursacht wird, 

A(He) _ % 

Ho 2R 
betrigt, wo R der mittlere Radius der Ringblende ist. Im Falle der Kurve a 
ergibt dies eine Breite von nur 0,7°%, im Falle b immer erst 3,1°,. Die 
wirklichen Breiten, das ist die Hilfte der Breiten der gemessenen Ver- 
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teilungskurven, betragen dagegen 20°, bei a, 12% bei b. Die Aufldsuny 
ist also selbst im Falle b noch ganz tiberwiegend durch die sphirisch: 
Aberration begrenzt, selbst wenn man beriicksichtigt, dab die endlich: 
Grobe der Kintrittsblende KE die Auflésung noch etwas verschlechtert. 

Der starke EinfluB der sphirischen Aberration trat auch sehr deutlich 
in Erscheinung bei der Aufnahme der Kichspektren (Abschnitt 4). Das 
Ra B-Spektrum, das in Fig.4 dargestellt ist, wurde mit der Ringblende von 


7,5 — 8,5 em Radius aufgenommen. Wurde statt dessen die Ringblend:+ 
von 6 — 8,5em benutzt, so erschienen die Maxima der Linien um etwa 


13% nach gréBeren Stromstirken verschoben, weil fiir die achsenniheren 
Strahlen die Brennweite gréBer ist: 

Bei so starker sphiarischer Aberration kénnen die bekannten theoreti- 
schen Formeln weder fiir die Brennweite noch fiir die sphirische Aberration 
einer magnetischen Linse angewandt werden, weil diese Formeln nur fiir 
einigermaBen achsennahe Strahlen gelten!). Fiir Strahlen, welche so nahe 
am inneren Rande der Linsenspule verlaufen wie in unserem Falle, sind 
offenbar die Verhiltnisse sehr verwickelt und rechnerisch kaum exakt zu 
erfassen. Die starke sphirische Aberration hangt mit der Kisenkapselung 
der Spule zusammen und mub in Kauf genommen werden, wenn man 
moglichst kurze Brennweiten erzielen will, wie die allgemeine Theorie der 
Elektronenlinse zeigt). 

4, Eichung des Monochromators. Um den Zusammenhang zwischen 
dem Spulenstrom und der aus dem Monochromator austretenden Strahl- 
energie zu kennen, mubte eine Kichung vorgenommen werden. Dies geschah 
mit Hilfe emiger genau bekannter Linienspektren von /-Strahlern. Leider 
gibt es nur wenige /-Strahllinien, welche fiir unsere Zwecke in Betracht 
kommen. Die meisten bekannten Linien sitzen auf einem hohen kontinuier- 
lichen Untergrund und kénnen daher nur bei héherer Auflésung gefunden 
werden. 

Es wurde die Ringblende von 7,5 — 8,5 em Radius verwendet. Die 
schmale Ringblende hat einmal den Vorzug, dab die Auflésung besser ist. 
Ferner aber kann man mit demselben Spulenstrom héhere Strahlenergien 
fokussieren, als wenn die Ringblende sich weiter nach innen erstreckt 
(Abschnitt 3). Als Eichpriiparate dienten Ra B (Emanationshiitchen), Th B 
und ThC + C”, alle von gleicher Flache. 

Die erhaltenen Spektralkurven sind in Fig. 4 wiedergegeben. Die 
Ho-Werte?) der beobachteten Linien sind angeschrieben. Im Falle des 





') Vgl. E.Briiche u. O.Scherzer, Geometrische Elektronenoptik. 
Berlin 1934. — *) Handb. d. Phys., 2. Aufl., Bd. XXII, 1, S. 136ff., Berlin 1933. 
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RaB sind kleine Korrektionen fiir die Geschwindigkeitsabnahme in den 


vorderen Glimmerfenstern angebracht. 


Die 


Halbwertbreite der Linien 


betrigt rund 10%, was etwa dem vorher bestimmten Auflésungsvermoégen 
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Fig. 4. Eichspektren. 
des Monochromators entspricht & 
(Abschnitt 3). Nach diesen Messun- ~~ 
gen wurde die Eichkurve Fig. 5 ge- , 
zeichnet. Im Gebiet mittlerer 
8 


Energien gibt es keine geeigneten 
Kichlinien, deshalb wurde durch 
die EKichpunkte eine Parabel ge- 
Hierin diirfte keine groBe 
Fir eine eisen- 


legt. 
Willkiir liegen. 
freie Linsenspule sollte die Eich- 
kurve linear verlaufen. Die tat- 
sichlich vorhandene Kriimmung 
rihrt von der beginnenden magne- 
tischen Siattigung des Eisenpanzers 
unserer Spule her. 
Anfangs wurde 
sucht, die Kichkurve aus dem mit 


auch -ver- 
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Fig. 5. Eichkurve des Monochromators. 
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einem ballistischen Galvanometer gemessenen axialen Verlauf der magne- 
tischen Feldstarke zu berechnen!). Die so gewonnene Eichkurve zeigte einen 
ihnlichen Verlauf wie Fig. 5, ergab aber viel zu kleine Ho-Werte bei 
gegebenem Spulenstrom. Dies liegt wiederum an der spharischen Aberration. 


5d. Die Strewintensitadt. Die Streuintensitaét wurde in der in Abschnitt 2 


schon beschriebenen Weise gemessen. Die Ringblende war dieselbe wie bei den 
Kichmessungen (7,5 — 8,5em Radius). Die Austrittsblende 4, des Mono- 
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Fig. 6. Vollstandige Anstiegskurven. 


chromators wurde jedoch aus Intensitatsgriinden gréBer gewahlt, naimlich 
2em im Durchmesser. Aus den Versuchen von Abschnitt 3 geht hervor, dab 
dadurch das Auflésungsvermégen nicht wesentlich beeintrichtigt wird. 
Die ausgesonderten Ho-Bereiche hatten eine mittlere Breite von rund 10%. 


Die Streuschichten waren Nickel- und Aluminiumfolien. Die Niekel- 
folien wurden elektrolytisch hergestellt und nach Beendigung der Messungen 
stiickweise ausgewogen. Die Aluminiumfolien waren Handelsware; durch 
Vergleich mit einer Reinaluminiunifolie von Heraeus wurde festgestellt, 
daB die Folien praktisch rein waren. Die als Strahlenquellen verwendeten 
Emanationshiitchen hatten eine Starke bis zu etwa 50 mC. 


1) Diese Messungen hat gréStenteils Herr cand. rer. nat. H. Liithy aus- 
gefiihrt. 
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Um reine Einzelstreuung zu messen, mul man geniigend diinne Streu- 
schichten verwenden. Wentzel!) hat ein qualitatives Kriterium dafir 
angegeben, wie diinn die 
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klassischen (Ruther- 
fordschen) Streutheorie équivalent sind. Ordinaten sind die Streuintensi- 


taten, auf eine bestimmte Normalstirke der Strahlenquelle bezogen. Der Null- 
effekt (ohne Folie) rihrte allein von y-Strahlen her, nicht von gestreuten 


') G. Wentzel, Ann. d. Phys. 69, 335, 1922. 
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f-Strahlen, wie durch Bedecken der Strahlenquelle mit 2mm Blei fes:- 
gestellt wurde. Die Messungen bei groben Schichtdicken sind fiir das 
Folgende nicht wesentlich und auch weniger genau, sie sollten lediglic); 
iiber den allgemeinen Verlauf der Kurven AufschluB geben. Dieser Verlaut 
zeigt folgende charakteristische Ziige. Bei sehr kleinen Schichtdicken 
verlaufen die Kurven praktisch linear; dies ist das Gebiet der Einzelstreuung. 
Dann biegen die Kurven nach oben um, weil sich Mehrfachstreuung iiber- 
lagert. SchlieBlich biegen die Kurven wieder nach unten um wegen starker 
Vielfachstreuung und Absorption. 

Fir das Problem der Einzelstreuung interessiert nur der erste Kurven- 
teil. Um die Abweichung von der Linearitaét besser beurteilen zu kénnen, 
ist in Fig. 7 der Quotient der Streuintensitaét n, (abziiglich Nulleffekt) in 
die Schichtdicke z aufgetragen. Die OrdinatenmaBstabe sind willkirlich ; auch 
die Ordinaten fiir Nickel und Aluminium sind nicht streng miteinander ver- 
gleichbar. Man sieht, da8 der annihernd lineare Bereich der Anstiegskurven 
sich um so weiter erstreckt, je gréBer die Strahlenergie ist, wie auch theore- 
tisch zu erwarten. An Hand dieser Kurven kann man ohne groBe Willkiir auf 
die Schichtdicke Null, also auf reine Einzelstreuung extrapolieren und fiir 
jede Schichtdicke den relativen Einflu8 der Mehrfachstreuung ermitteln. 

Die endgiiltigen Streumessungen wurden fiir jede der beiden Substanzen 
und fiir jede der vier Energien mit wenigen Schichtdicken im annihernd 
linearen Bereich durchgefiihrt. Die Werte der gemessenen Streuintensi- 
titen n,, bezogen auf eine Praparatstirke von 29 mC, sind in Spalte 2 der 
Tabellen 1 bis 4 aufgefiihrt. Unmittelbar anschlieBend und unter gleichen 
Bedingungen wurden dann die Primirintensititen gemessen, wie in Ab- 
schnitt 6 beschrieben. 

6. Die Primédrintensitét und der gestreute Bruchteil. Das _primire 
Strahlenbiindel trifft die AbschluBplatte Dg (Fig. 1) in einem ringférmigen 
Bereich. Die radiale Intensitatsverteilung in diesem Bereich wurde in dem in 
Abschnitt 2 erwihnten Radialschlitz ausgemessen. Hierzu muBbten verhilt- 
nismaBig schwache Strahlenquellen verwendet werden (1 bis 5 mC). Es wurde 
die Zahl N (r) der Elektronen bestimmt, welche in der Minute im Abstande r 
von der Achse auf eine Fliche f, = 0,270 cm? trafen. Diese Verteilungs- 
kurven zeigt Fig. 8; die Ordinaten sind wieder auf die Praparatstirke von 
29 mC umgerechnet. Die Kurven haben die Form, die man nach einfachen 
geometrischen Uberlegungen erwarten muB. 

Bei diesen Messungen war noch darauf zu achten, dab nicht etwa der 
Schatten einer der schmalen Stiitzen, welche die Bleikérper Pb, Pbe 
trugen, infolge der ,,bilddrehenden* Wirkung der Linse auf den Beob- 
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achtungsschlitz fiel. Auf photographischem Wege wurde festgestellt, dab 
dies bei richtiger Polung der Linse nicht eintreten konnte. 
Die gesamte primire Teilchenzahl ergibt sich zu 


n mt... | rN (r) dr. 


am 
Das Integral wurde planimetrisch bestimmt. SchlieBlich war noch eine 
Korrektion von — 8,5°%, an n, anzubringen fiir die Schattenwirkung der 
Stiitzen an den Bleikérpern. Die so er- 
haltenen Werte mn, sind am Kopf der 
Tabellen 1 bis 4 aufgefiihrt. Die Spalten 3 
der Tabellen enthalten die in das Zihler- 
fenster gestreuten Bruchteile n,/n,. 
Nach dem Wentzelschen Kriterium 
sollte bei diesen kleinen Schichtdicken : 
schon annahernd reine Einzelstreuung vor- 


™ 
™ 


100e™N 


«10 Ausschloge/min 
©, § 


liegen. Die experimentellen Kurven Fig. 7 ( 
ermoglichen es aber, noch einen Schritt P 
weiterzugehen und den kleinen Beitrag an | 

Mehrfachstreuung in der in Abschnitt 5 S5 


angegebenen Weise abzuschitzen. Nach 
Abzug dieser Beitriige entstehen die in 
Spalte 4 der Tabellen aufgefiihrten korri- 
gierten Werte n,/np. 

7. Vergleich mit der Theorie. Die 
strenge theoretische Behandlung der 
Kinzelstreuung von Elektronen ist wegen 
der Massenveriinderlichkeit —erheblich 
schwieriger als die der a-Strahlen. So- 
lange jedoch der Streuwinkel # nicht zu 




















. - . ‘ — . Fig. 8. 
grob ist, andert sich die Geschwindigkeit Intensitutsverteilung im Prim&rbindel. 


und die Masse des Elektrons auf seiner 

Bahn nur wenig. Man kann daher niherungsweise Giiltigkeit der Ruther- 
fordschen Streuformel erwarten, wenn man darin als Masse die anfiing- 
liche bewegte Masse m = mo/) 1 — A? einsetzt: 


wis k (Jey ize dQ 


(1) 


Ny Fe \ ing Bt sint /2° 


Hierin ist 9 x die Zahl der Atome je cm?, Z die Ordnungszah! der Schicht, 
d2 der Raumwinkel des gestreuten Biindels. 
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Tabelle 1. ; 
Strahlenergie 1,00 e-MV; Primarintensitat n, = 4,42 - 10° e/min. 
Schicht- Streu- 4 
dicke intensitut (= “eg 1 * be. korr. '¢@ ‘— eee. # 
mg/cm? ns, e/min. - 105 + 105 + 105 “e theor. 
Aluminium. 
1,25 292 6,60 6,16 5,17 1,19 
Mittel: | 1,19 
Nickel. 
0,558 || 186 4,21 | 4,07 4,08 1,00 
0,890 } 331 7,49 6,62 6,52 1,01 
| Mittel : 1,01 
Tabelle 2. . 
Strahlenergie 1,60 e-MV; Primirintensitat n, = 1,72 - 10° e/min. 
seteaied a tiniind ies _— | —— 
Schicht- Streu- 
dicke sith | Yon, | (3 am korr. l@ Vor tb nnn : 
mg/cm? ns, emin. - 105 | +108 + 105 | "a theor. 
Aluminium. t 
2,39 99 5,75 5,55 3,81 1,45 i 
891 | 166 9,67 8,52 6,21 1,36 ; 
| Mittel : 1,40 © 3 
Nickel. s 
0,890 59 3,43 3,36 3,10 | 1,08 : 
1,65 118 6,87 6,24 | 5,77 1,08 
| Mittel : 1,08 
Tabelle 3. 
Strahlenergie 2,06 e-MV; Primiarintensitit n, = 1,17- 10° e/min. 
Seer 
Schicht- | Streu- 
dicke intensitut re ‘ey &. korr. re Bh i) 
mg/em? ng, ¢/min. - 105 + 105 + 105 "stheor. 
Pa 
3,91 83 7,12 | 6,80 4,01 | 1,70 
5,68 T 114 9,80 : 8,91 ) 5,82 1,53 
| Mittel : 1,62 
Nickel. 
1,65 55 4,72 | 4,58 3,71 1,24 
2,54 } 105 9,02 | 8,28 5,72 1,45 
| Mitte] : 1,34 
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Tabelle 4. 
Strahlenergie 2,41 e-MV; Primarintensitaét n, = 0,705 - 10° Ns 
Schicht- Streu- 
““tieke intensitut | *) on (x) b. korr. | ts ~ ae —ebeod. 
mg/em2 Ng, min. | - 105 | - 105 + 105 "s theor. 
Aluminium. 
5,68 b+ 9,10 8,78 4,34 2,02 
8,07 | 89 12,6 11,6 6,19 «187 
Mittel: 1,95 
Nickel. 
2,22 | 38 5,40 5,29 3,70 1,43 
3,11 | 59 8,38 7,98 5,18 1,54 
| Mittel : 1,49 


Aus der Diracschen Wellengleichung hat Mott 1) die folgende exaktere 


Formel abgeleitet : 


n, 1 Ze? 1— pe 
1 cos2 7 2 pa ; 

? = sint 8/2 st: =e BA + apse sin’ 9/2 BS ta he #1: 
x = 1/187 ist die Feinstrukturkonstante. Bei den hier benutzten kleinen 
Streuwinkeln unterscheiden sich die Ausdritcke (1) und (2) nicht sehr stark. 

Es sollen nun die experimentellen Ergebnisse mit der Mottschen 
Formel verglichen werden. Hierbei ist zu beachten, daf der Streuwinkel ? 
nicht einheitlich ist. Wohl aber kann mit ausreichender Niherung 7? als 
eine gut definierte Funktion von r allein aufgefaBt werden, wo r wieder 
der Abstand von der Achse ist, in welchem ein Primiarstrah! die Abschlub- 
platte Dg trifft. Man iiberzeugt sich leicht, daBb die endliche Breite der Ring- 
blende und des Zahlerfensters praktisch keine Rolle spielen. Weiter ergibt 
sich aus den Grenzen des Primarbiindels, dab praktisch die Strahlen in der 
Linsenebene scharf geknickt werden und im iibrigen geradlinig verlaufen. 
Man kann daher ? (r) so berechnen, als ob der Primirstrahl von der Mitte 
der Ringblende kiime und der gestreute Strahl durch die Mitte des Zihler- 
fensters ginge. Der Winkelbereich erstreckt sich danach von # = 12,3° 
bis 25,69. Dann lautet die Mottsche Formel fiir unseren Fall 


n, 1 fSSh iraten 4 ft, (8) 


ny 4°" \mge) BY [pay DE 


(2) 








1) N. F. Mott, Proc. roy. Soc. London (A) 124, 425, 1929. 
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f, ist die Fliche des Zahlerfensters, D ihr Abstand vom bestrahlten T.| 
der Folie. Die Integrale wurden wieder planimetrisch nach Fig. 8 bestimni:. 

Dieser Ausdruck stellt allein die Streuting an den Atomkernen dar. 
Fir die Streuung an den Atomelektrénen liegt noch keine streny: 
theoretische Formel vor, die in diesem Energiebereich brauchbar wire. De-- 
halb wurde der klassische Wert fiir den Beitrag der Atomelektronen ang- 
setzt; dieser betrigt bei kleinen Streuwinkeln das Z~!-fache der Ruther- 
fordschen Kernstreuung!). Wenn auch dieses Verfahren sicher nicht 
korrekt ist, sind diese Beitraige, auch erfahrungsgemaB, so klein, daB dey 
Fehler nicht ins Gewicht fallen dirfte. 

Die so erhaltenen theoretischen Werte n,/n, sind in den 5. Spalten 
der Tabellen 1 bis 4 aufgefiithrt. Die letzten Spalten enthalten die Ver- 
haltnisse der beobachteten zu den theoretischen Werten. deren Mittel- 


werte in Fig. 9 aufgetragen sind. 
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Fig. 9. Verhaltnis der beobachteten zur theoretischen Streuintensitat. 


8. Diskussion. Aus Fig. 9 laBt sich folgendes entnehmen: 

a) Abhingigkeit von der Strahlenergie. Fir kleine Strahlenergien 
scheint die Streuintensitat sich Werten zu nihern, die von den theoretischen 
nicht sehr verschieden sind. Mit zunehmender Strahlenergie wachsen 
jedoch die Abweichungen von der Theorie in dem Sinne, daB die Energie- 
abhdngigkeit der Einzelstrewung schwdcher ist als die Theorie erwarien liapt. 
Fiir eine bestimmte Aluminiumfolie sollte beim Ubergang von 1,0 zu 2.4 e-MV 
die Streuwahrscheiniichkeit um den Faktor 4,5 abnehmen, wahrend die 
Messungen nur den Faktor 2,8 ergeben. 

b) Abhiangigkeit von der Streusubstanz. Nickel streut relativ zu 
Aluminium deutlich zu wenig. Also auch die Abhdngigkeit von der Ordnungs- 


*) Vgl. Handb. d. Phys., 2. Aufl., Bd. XXII, 2, 8. 6ff., Berlin 1933. 























~s bt, 














Einzelstreuung schneller Elektronen in Aluminium und Nickel. 511 


ahl ist schwdcher als nach der Theore. Die Streuwahrscheinlichkeit je 
Atom sollte fiir Nickel 4,5 mal so grob sein wie fiir Aluminium, wahrend die 
Messungen im Mittel den Faktor 3,6 ergeben. 

¢) Vergleich mit friheren Messungen. Die friiheren Messungen 
wurden fast stets mit stark inhomogenen f-Strahlen ausgefiihrt, so dab die 
wirksame mittlere Energie schwer anzugeben ist; mit homogenen Strahlen 
arbeiteten Neher und Sen Gupta!). GroBenteils wurden diese Messungen 
im Gas der Wilson-Kammer an nur miabig vielen Einzelfaillen gemacht. 
Durch diese Umstande wird der Vergleich erschwert; wir glauben jedoch, 
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Fig. 10. Ubersicht tiber die bisher vorliegenden Messungen der Einzelstreuung. 


daB unsere Methode genauere Resultate liefert als die bisher fiir diesen 
Energiebereich vorliegenden. 

In der Fig. 10 ist der Versuch gemacht, die Gesamtheit der vorliegenden 
Messungen iibersichtlich zusammenzustellen. Die eingerahmten Zahlen 
bedeuten den Faktor, um den die beobachtete Streuintensitat sich von der 
theoretischen unterscheidet!). Unsere neuen Zahlen sind eingekreist. Nicht 
aufgenommen sind die alteren Messungen mit sehr kleien Strahlenergien, 
ferner die von Fowler und Oppenheimer ?), welche fir Elektronen von 
5 bis 17e-MV in Blei etwa die theoretischen Streuintensititen fanden. 





') W. Bothe, ZS. f. Phys. 13, 376, 1923; Handb. d. Phys., 1. Aufl., 
Bd. XXIV, 8. 9, Berlin 1927 (B.); J. Chadwick u. P. M. Mercier, Phil. Mag. 
50, 208, 1925 (C. M.); H. V. Neher, Phys. Rev. 38, 1321, 1931 (N.); H. Klar- 
mann u. W. Bothe, ZS. f. Phys. 101, 489, 1936 (K. B.); F.C. Champion, 
Proc. roy. Soc. London (A) 153, 353, 1936 (Ch.); A. Barberu. F.C. Champion, 
ebenda 168, 159, 1938 (B. Ch.);  K. Zuber, Helv. phys. Acta 11, 370, 1938 
(Z.); R. L. Sen Gupta, Proc. Phys. Soc. 51, 355, 1939 (S. G.). — *) W. A. 
Fowleru. J. Oppenheimer, Phys. Rev. 54, 320, 1938. 
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SchlieBlich sind noch die Ergebnisse von Stepanowa!) in Stickstoff 
unberiicksichtigt geblieben. Diese sind schwer mit denen von Champion 
in Einklang zu bringen; sie wiirden ein Vielfaches der theoretischen Strew- 
wahrscheinlichkeit bedeuten und wohl auf eine Sonderstellung des Stick- 
stoffs hinweisen. 

Ist es schon nicht leicht, aus den friiheren Messungen eine einfach 
Abhangigkeit von der Ordnungszahl und Energie abzuleiten, so lassen sich 
anscheinend unsere neuen Messungen noch schwerer in ein allgemeines Bild 
einfiigen. Besonders auffallig ist, da die stark unternormalen  Streu- 
intensitéten, die Klarmann und Bothe sowie Barber und Champion 
beobachteten, hier nicht auftreten. Hierbei ist aber zu beachten, daB alle 
friiheren Messungen sich auf gréBere Streuwinkel beziehen als die unserer 
(# > 20 bzw. 40° gegeniiber # < 25° hier). Ein Widerspruch braucht also 
nicht zu bestehen, wenn man die Méglichkeit zulabt, dab-auch die Winkel- 
abhéngigkett der Streuung stark von der theoretischen abweicht. Einen 
gewissen Hinweis darauf kann man in dem Umstand erblicken, daB bei der 
Vielfachstreuung, die aus der Uberlagerung sehr kleiner Einzelablenkungen 
entsteht, kee groBben Abweichungen vom theoretischen Streugesetz 
auftreten?). 

Man kann zeigen, dafB auf der Grundlage der klassischen Streutheorie 
unsere durch Fig. 9 wiedergegebenen Ergebnisse sich befriedigend darstellen 
lassen, indem man auBer der Coulomb-Kraft eine zusiitzliche Anziehungs- 
kraft zwischen Atomkern und Elektron annimmt, die etwa der 5. Potenz 
des Abstandes umgekehrt proportional ist). 

Unsere MeBanordnung erlaubt es, die Abhangigkeit der Einzelstreuung 
von der Ordnungszahl, der Energie und, innerhalb gewisser Grenzen, auch 
vom Streuwinkel noch genauer zu verfolgen. Ebenso war geplant, mit Hilfe 
der zweiten Elektronenlinse auch das Energiespektrum der gestreuten 
Elektronen und die anomal hohen Energieverluste genauer zu untersuchen, 
welche ebenfalls mit dem Versagen der Streutheorie in Zusammenhang 
stehen kénnten. Aus duBeren Griinden muBten jedoch diese Untersuchungen 
vorliufig abgebrochen werden. 

Zusammenfassung. Mit Hilfe einer groBen eisengekapselten magneti- 
schen Elektronenlinse wurde ein f-Strahl-Monochromator bis etwa 2,8 e-MV 
gebaut. Dieser wurde mittels der homogenen f-Strahlgruppen des Ra B, 


ThB und ThC” geeicht. 


1) E. Stepanowa, Phys. ZS. d. Sowjetunion 12, 550, 1937. — 
*) W. Bothe, ZS. f. Phys. 13, 368, 1923. — *%) W. Bothe, Naturwiss. 28, 
239, 1940. 
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Der EinfluB der Ausblendung des Strahlenganges auf die Eichwerte 
und das Auflésungsvermégen des Monochromators wurde auf verschiedene 
Weise untersucht. Es ergab sich, daB die sphirische Aberration stark und in 
uniibersichtlicher Weise zunimmt, wenn der Strahlengang sich dem inneren 
Rande der Linse nihert. Gute Auflisung bei groBen Offnungswinkeln 
erfordert daher in erster Linie eine schmale Ringblende in der Linsen- 
ebene. Der Einflufb der Austrittsblende ist demgegeniiber gering. 

Mittels des Monochromators wurden praktisch homogene hohlkegel- 
formige /-Strahlbiindel von 1,00, 1,60, 2,06 und 2,41 e-MV_ hergestellt. 
An diesen wurde die Einzelstreuung in diinnen Aluminium- und Nickel- 
folien im Winkelbereich von etwa 12 bis 25° mit einem Spitzenzihler ge- 
messen. 

Die gemessenen Streuintensitiiten weichen bei kleiner Strahlenergie 
nicht stark von der Mottschen Formel ab. Mit wachsender Energie nimmt 
die Streuintensitaét langsamer ab als nach der Theorie. Aluminium streut 
Elektronen von 2,4e-MV rund doppelt so stark, wie die Theorie erwarten 
laBt. Nickel streut relativ zu Aluminium etwas zu schwach. 


Heidelberg, Institut fir Physik am Kaiser Wilhelm-Institut fiir medizi- 
nische Forschung, Februar 1940. 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 115. 34 
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Lichtstreuung an dunnen Metallschichten. 


Von Erwin David in Hamburg. 


Mit 1 Abbildung. (Eingegangen am 16. Marz 1940.) 


Beim Lichtdurchgang durch eine diinne Metallschicht influenziert das elektrische 
Feld der Lichtwelle in den einzelnen Koérnern der Schicht elektrische Dipol- 
momente. Die GréBe dieser Momente ist dem Volumen der Kérner proportional. 
Da die in einer vorhergehenden Arbeit!) behandelten optischen Konstanten der 
Schicht durch Summation iiber die Dipolmomente entstehen, was genau der 
Summation iiber die Volumina der Kérner bei der Wigung der Schicht ent- 
spricht, ist aus diesen Konstanten nichts iiber die Einzelvolumina zu entnehmen. 
Die Streulichtintensitat dagegen ergibt sich durch Summation iiber die Quadrate 
der Dipolmomente, so da8 aus ihr das mittlere Volumen der einzelnen Kérner zu 
bestimmen ist. Bei zwei Goldschichten der Wagungsdicke 3 my ergaben sich 
mittlere Kornvolumina von etwa 1000 mu*. Dieses relativ zur Dicke groB er- 
scheinende Volumen wird verstindlich, wenn man beriicksichtigt, daB z. B. 
bereits Lineardimensionen 4-10-25 um, wie sie nach den aus den optischen 
Konstanten ermittelten Formverhaltnissen durchaus in Betracht kommen, das 
geforderte Volumen ergeben. 


1. Einleitung. Da Lichtstreuungsmessungen als wesentliches Be- 
stimmungsstiick der Struktur diinner Metallschichten die mittlere Grobe 
der einzelnen Kristallite (K6érner) liefern, ist ihre Durchfiihrung wiinschens- 
wert. Andererseits sind die Messungen etwas heikel, weil leicht betrachtliche 
Falschungen durch feinste Staubteilchen und sonstige Verunreinigungen auf 
den Schichten eintreten. Es ist deswegen nicht entfernt daran zu denken, 
etwa eine Genauigkeit wie bei Intensitits- oder Polarisationsmessungen zu 
erreichen. Das ist aber auch gar nicht nétig. Wahrend z. B. bei Intensitiits- 
messungen die Formeln so ungiinstig beschaffen sind, dab die berechneten 
Konstanten viel ungenauer werden als die Messungen es sind, ist es bei 
Streumessungen umgekehrt. Die Streuintensitét ist direkt dem gesuchten 
Volumen der Kristallite proportional; die daraus bestimmten Linear- 
dimensionen werden sogar genauer als die Messung. Deswegen ist eine Meb- 
genauigkeit von der Grébenordnung —- 10°, durchaus hinreichend. In der 
vorliegenden Arbeit wurde aus aduberen Griinden?) auch diese Genauigkeit 
nicht erreicht. 

Man k6nnte Streumessungen unter sehr varilerten Bedingungen 


machen, z. B. Winkelabhingigkeit und Depolarisationsgrade bestimmen. 





') E. David, ZS. f. Phys. 114, 389, 1939; im folgenden als I angefiihrt. 
— *) Die mitgeteilten Messungen sind nur Vorversuche, nach denen wegen 
Wehrdienstes des Verfassers abgebrochen werden mubte. 
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Da es zunaichst nur auf grobe Anhaltspunkte fiir die Korngrébe ankam, 
wurde auf solche Variationen verzichtet und nur in einer festen Richtung die 
Streulichtintensitét bestimmt. Qualitativ visuell beobachtet entsprach die 
Winkelabhangigkeit der theoretisch zu fordernden. Auberdem wurde 
qualitativ mit Hilfe von Polaroidfiltern festgestellt, dab selbst bei polari- 
siertem einfallenden Licht das Streulicht weitgehend depolarisiert ist, also 
offenbar eine betrichtliche Unordnung der Kristallitorientierungen in der 


Schicht herrseht. 


2. Mefanordnung. Die MeBbanordnung wurde nach folgenden grund- 
siitzlichen Gesichtspunkten gebaut: Da keine hohe MeBgenauigkeit erforder- 
lich ist, geniigen im Sichtbaren visuelle Messungen mit Hilfe eines geeigneten 
Vergleichslichtes. Die Mebmethode muB modglichst unempfindlich gegen das 
Streulicht von Staubteilechen u. dgl. sein. Staubteilchen streuen, da 
sie durchweg nicht klein gegen die Lichtwellenlinge sind, vornehmlich um 
kleine Winkel. Die Beobachtungsrichtung muh also in moglichst grobem 
Winkel gegen die Richtung des einfallenden und auch des reflektierten 
Lichtes liegen. Noch wichtiger ist, daB die streuende Fliche der Schicht 
scharf abgebildet wird, so dai} man erstens moglichst saubere Stellen der 
Schicht fiir die Messung aussuchen kann, und zweitens bei der Messung ohne 
Beriicksichtigung der hell leuchtenden Stéubchen das Vergleichslicht zu 
dem gleichmaBigen Streulicht der Schicht in Beziehung setzen kann. 


Fig. 1 zeigt die Anordnung im Grundrif. Aus dem Licht einer Wolfram- 
bogenlampe!) werden durch einen Kinfach-Monochromator Spektralbezirke 
von der Grébe 20 bis 80 my. ausgeblendet. Der Achromat L, bildet den 
Monochromatoraustrittsspalt (etwa 0,15 * 2,01inm) etwas verkleinert auf 
die Schicht ab. Das unter einem mittleren Winkel von 135° gegen die ur- 
spriingliche Lichtrichtung gestreute Licht wird durch den Achromaten Le 
wiederum etwa 1:1 abgebildet und durch ein Okular betrachtet. Durch 
zwei Glasplatten ist der gestrichelte Vergleichslichtstrahlengang abgezweigt, 
in den zur Schwiichung ein festes Rauchglasplittchen R und ein rotierender 
Sektor mit vertikal verschiebbarer Achse eingeschaltet sind. Im Gesichts- 
feld des Okulars entstehen wegen der je zwei Oberflichen der Glasplatten 
vier Spaltbilder, von denen eines zum Vergleich mit dem Streulichtbild ver- 
wendet wird. Die exponentiell jeweils im Abstand 1: 10°" aufeinander- 
folgenden Stufen des Sektors sind halb so hoch wie das Spaltbild. Es war 
beabsichtigt, durch Schiitzung die Helligkeit des Streulichtbildes gegeniiber 


') Besser wire eine Hg -Héchstdrucklampe, im Rot und Ultrarot eventuell 
eine Kohlebogenlampe. 


34* 
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der helleren und der dunkleren Halfte des Vergleichsspaltbildes zu | 
stimmen. Tatsachlich erwies sich hierfiir die von der Wolframbogenlam) 
gelieferte Lichtstiirke als zu gering, die Sektorstufen waren im Spaltbild 
nicht zu erkennen. Dagegen war es scheinbar méglich, auf Gleichheit ei)- 
zustellen, was bei den Versuchen benutzt wurde. 

Kin Nachteil der Anordnung ist die unterschiedliche Breite von Streu- 
licht- und Vergleichslichtbild. Bei geringen Lichtintensititen ist nicht mehr 
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Fig. 1. Mefanordnung. 


zu entscheiden, ob man auf gleiche Flachenhelligkeit oder gleiche Gesamt- 
helligkeit einstellt. Deshalb wurde das Streulichtbild durch eine geringe 
an und fiir sich unerwiinschte Unscharfeinstellung auf gleiche Breite gebracht. 


Besser wiire es gewesen, den Lichtstrahlengang symmetrisch zu gestalten 
durch Ersetzen der Reflexion an dem Rauchglasplattchen durch diffuse Reflexion 
an einer mit Magnesiumoxyd méglichst ideal weif gemachten Sektorscheibe, 
die dann senkrecht zum Streulichtstrahlengang hatte angeordnet werden miissen. 
Das unangenehme zweimalige Schneiden des Strahlenganges durch den Sektor 
kime dabei auch in Fortfall. Vielleicht ware Lichtschwaichung durch eine 
Aperturblende einem Sektor iiberhaupt vorzuziehen. 


3. Auswertung der Messungen. Zur Festlequng der Streulichtintensitat 
definieren wir: Wenn auf ein Flachenelement der Schicht, dessen Gripe beliebvy 
sein kann, der Lichtstrom 1 senkrecht oder nahezu senkrecht auffallt, so wird 
in oder entgegengesetzt zur Lachteinfallsrichtung in den Raumainkel 1 der 
Lichtstrom S gestreut. Nach der fir Streuung von natiirlichem Licht an gegen 
die Lichtwellenlinge kleinen Teilchen allgemein geltenden Winkelabhangig- 
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keit wird unter einem Winkel #? in einem Raumwinkel 42 der Lichtstrom 


® = 4 (1+ cos? I) AQ-S (23) 1) 
oestreut. 

Setzen wir in Fig. 1 den durch L, einfallenden Lichtstrom gleich 1, so 
trifft wegen des Reflexionsverlustes an den beiden Glasplatten im durch Lo 
entworfenen Streulichtbild 0,84@ ein. Fir @ ist 135°, fir AQ ist Q., der 
riumliche Offnungswinkel von Le einzusetzen. 

Der Vergleichslichtstrom ®, erleidet durch den gegeniiber L, geringeren 
réumlichen Offnungswinkel von Lo eine Schwichung im Verhiiltnis dieser 
Winkel, d.h. um 2,/2,. Durch die dreimalige Reflexion an Glasflichen 
unter dem Einfallswinkel 22,5° erfolgt nach Fresnel eine Schwichung um 
0.89 - 10-47). Das Rauchglas R schwacht um einen wellenlingenabhingigen 
Faktor D, und der rotierende Sektor um einen durch Interpolation zwischen 
den Stufenwerten gewonnenen Faktor Dg. 

Gleiche Helligkeit von Streulicht- und Vergleichslichthild bedeutet: 


0,84 d — @,, 


d. h. 
0,84 : j (1 —_ cos? 135°) 25 S = 195 /Q, -O.59- 10-4 - Dy», : Dg. 


Unter Einsetzung des Zahlenwertes 2, = 1,68 - 10-2 wird daraus: 
S = 0,84-10-?- D,- Dg. (24) 


4. Theorre der Strewung. Unter Benutzung der Formeln von I bestimmen 
wir die Intensitit des von einem einzelnen Kristalliten der Schicht aus- 
gehenden Streulichts. Uber die von verschiedenen Kristalliten herrithrenden 
Intensititen wird dann integriert. Die gegenseitige Beeinflussung der 
Kristallite beriicksichtigen wir nur insofern, als wir die Feldstarke Eg (siehe 
unten), nicht die ungestérte Feldstairke der einfallenden Lichtwelle ein- 
setzen. Dariiber hinausgehende Beeinflussungen werden vernachlassigt, da 
wir uns wie in der vorhergehenden Arbeit auf sehr diimne Schichten be- 
schranken. 

Das Dipolmoment des in Abschnitt 4 in I berechneten Ellipsoids betrigt 
nach (16) dort 2 C «3. Dieses Dipolmoment gehért zu einem auBeren Feld der 
Amplitude 1, wihrend in der Schicht nach Gleichung (3) ff. in I die Feld- 





') Zur Vermeidung von Verwechslungen sind die Gleichungen anschlieBend 
an Il (a.a.O.) numeriert. — *) Mittlere Brechungsindizes der Glasplatten 
zu 1,530, des Rauchglischens zu 1,51, bestimmt; Intensitiétsverhaltnis der 
waagerechten zur senkrechten Komponente des den Monochromator verlassen- 
den Lichtes zu 0,57: 0,43 abgeschatzt. 








518 Erwin David, 


’ 


stiirke Hg herrscht. Das Dipolmoment p des Ellipsoids betrigt also ta‘- 
siichlich: 

p a Ea: §C 23. 
Durch Eimsetzen von C nach (15) und « nach der bei (17) angegebene:, 
Gleichung fiir Av erhalten wir unter Verwendung der Abkiirzung f nach (1% 


1 | A v 





| On 
4a Eq ; (25) 
otter td 


i €a 


Diese Gleichung gilt wie Gleichung (18) in I fiir alle Ellipsoide ; wir benutzen 
sie deshalb allgemein. 

Zur Bestimmung der Ausstrahlungsintensitét benutzen wir die Hertz- 
sche Lésung fiir die Strahlung eines Dipols in einem homogenen Medium. 
Die exakte Berechnung der Ausstrahlung eines in einer Grenzfliche zweier 
Medien mit verschiedenem Brechungsindex liegenden Dipols ist kompliziert, 
da sich auch in gréberer Entfernung kein einfaches Wellenfeld ergibt. Exakt 
ist sie andererseits doch nicht anzuwenden, da unbekannt ist, wie die Metall- 
kristallite auf der Glasunterlage aufliegen. 

Nach der Hertzschen Lésung!) betriigt die elektrische Feldstirke der 
Streulichtwelle unabhingig vom Brechungsindex im Abstand r vom Dipol: 


. . 
pl]. 4x : 

E=— LP sin ® = —— LP] in. 

re 2 Of 

Fiir in oder entgegengesetzt zur Lichteinfallsrichtung gestreutes Licht, aut 
das wir die MeBresultate in (23) schon umgerechnet haben, ist #@ = 2/2: 
sin # = 1. Fir diese Richtungen wird durch Einsetzen von p nach (25) 


= & Fe), As 


— jade (26) 
2 Or bq 


Wir gehen auf Intensitiéten iiber, indem wir beiderseits die Betrage qua- 
drieren und 1/r2 durch 1 ersetzen, denn als Streustrahlungsintensitaét S haben 
wir den in den réumlichen Winkel 1 (durch Flaiche 1 in Entfernung r = 1) 
tretenden Strahlungsstrom definiert. Den Beitrag unseres  einzelnen 


Kristalliten bezeichnen wir mit AS. 


2 2 
aes aa i’ aa 2° (27) 
J - +} 
E&; — &4 


1) Vel. z. B. Abraham-Becker, Theorie der Elektrizitiit, Bd. I, 5. 215. 
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Diese Formel gilt, da J zu n| FE)? proportional ist, wenn durchgegangenes 
und Streulicht im gleichen Medium verlaufen. Liauft das durchgegangene 
Licht im Quarzglas und wird das Streulicht von der Luftseite her beob- 
achtet, wie es bei den ausgefiihrten Versuchen der Fall war, so ist rechts der 
Faktor ny‘, im umgekehrten Fall der Faktor ng hinzuzufiigen. In den 


1,0,1 


folgenden Formeln deuten wir diese verschiedenen Fille durch ny an. 


Bei der Definition von S in (24) ist festgesetzt, dab der Strahlungs- 
strom 1 einfallen soll. J, ist nun, vgl. Gleichung (6) und das Vorhergehende 
in I, so definiert, dab das zutrifft, wenn wir iiber 1 em? der Schicht inte- 
grieren. Das Integral ist analog dem Integral (20) in I aufzustellen. Dort 
wird allerdings tiiber 1 em? des Schichtmaterials integriert, wihrend wir hier 
nur iiber das Material von 1 em? Schicht, das das Volumen J hat, integrieren? 
Deshalb ist das als Differential benutzte Av im Gegensatz zu dort durch 


Av > Dqdf 


zu ersetzen. Der zweite Faktor Av in (27) bleibt als gesuchte Unbekannte, 
die noch von f abhangen kann, im Integral stehen; d. h. zu jedem f wird ein 
mittleres Volumen der Kristallite bestimmt. So erhalten wir aus (27) das 
Integral 
l , 
S = FlaDnzot| Leg ay, (28) 
0 +f 


Ej — &q 


Zur Auswertung ziehen wir einen Vergleich mit dem Imaginiirteil des 
Integrals (20) in I heran. Dieser lautet unter Beriicksichtigung von (10) 


ausgeschrieben : 


—Yink = os 


BM hos ba 9 
(n2, — k3, — e,)* + (20 ko)? & 


of. (29) 


Um Gleichheit der Integrale in (28) und (29) zu erwirken, und weil die Meb- 
genauigkeit ein genaueres Verfahren doch nicht zulibt, ersetzen wir Av (f) 
in (28) durch einen vor das Integral zu ziehenden Mittelwert Av. So ergibt 
sich aus (28) und (29) die Endformel: 


Tt sae A* .2n. kw +82 


a dees Ja 2nkD n®-nz"" [(n2, — k2, — €,)? + (Qn. k.)*) ™ 
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5. Ergebnisse. Wegen der Ungunst der Verhaltnisse wurden nur ay | 
zwei von A. Sommer hergestellten Goldschichten jeweils wenige Messunge: | 
gemacht. Die fiir die Auswertung der Messungen mit Hilfe von Formel (24 
und (30) erforderlichen Konstanten bringt Tabelle 1. Die Durchlassigkei: 
des Rauchglischens R wurde in Ermangelung einer besseren Mebméglichkeii 


~ 


visuell mit derselben Apparatur bestimmt, mit der die Streulichtmessunge 
durchgefiihrt wurden. Die angefiihrten Werte der in (80) bendtigten 


Konstanten 
= Ng A‘ 2n.. -* &; 
OE 2 31 
. n° [(ne aa ke. a Eq) + (2n.. kn)" ] , 


gehen auf Messungen von F. Goos zuriick!). Eingeklammerte Werte in den 


Pea 


Zabellen sind inter- oder extrapoliert. ' 


Tabelle 1. Zur Ausrechnung benutzte Konstanten. 





4 in me | 435 480 | 546 578 589 635 650 


8,6 9,1 


1 8,6 8,7 | 12,3 16,1 
19,6 (16,7) 12,2 8,1 


6 
(7,6) (5,7) 5,2 


= Ae RRR MEF al SEN ey 


Die folgenden beiden Tabellen bringen die am Sektor eingestellten 
Schwachungsfaktoren DD, bzw. deren Mittelwert D, und die daraus mit 
Hilfe von (24) berechneten GréBen S. Weiterhin enthalten sie die Grében J, 
und 2 nk nach Messungen von A. Sommer ?). Als Endresultat wird endlich 

sie eo 
das nach (30) berechnete Av gegeben, und dazu ) Av, um eine Vergleichs- 


grébe fiir die lineare Ausdehnung der Kristallite zu haben. 





Tabelle 2. Schicht ,,Nr. 22“, aufgedampft, D = 3,08 mu. 

















Ain ms 435 480 546 | | 589 650 
Ds | 020 0,14 0.14 0,30 0,48 | 
s-10 | os6 | 10 | 4, 2,1 6,5 | 
Ja } 0,73 | (0,71) | 0,70 (0,62) (0,54) ! 
2nk } 90 | (Qo | (2a) (17) (25) 
avinmp® |! 840 | 770 | 490 490 810 
3 
— | | 
\de in mp 94 | 92 7,9 7,9 | 9,8 


1) Vgl. I, Gleichung (10) und S. 402, letzter Absatz. — *) Noch unver- 
éffentlicht. 
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Tabelle 3. Schicht ,,Nr. 24°, kathodenzerstaubt, D = 2,98 mu. 





i in mu | 435 | 480 | Bt 578 635 650 
(0,74 0,42 0,85 0,60 0,37 0,37 
Ds 0,65 0,28 0,42 049 0,28 
0,37 
D; 0,69 0,35 0,55 054 0,32 0,37 
+108 3,0 2,5 4,2 3,9 3,3 5,0 
Je 0,75 (0,74) 0,78 0,70 | (0,69) | (0,68) 
onk 74 (8,0) 10,8 13,0 | (16,6) | (17,4) 
Av in mp 3550 2370 2170 1160 550 740 
Vie in mp | 15,8 13,3 12,9 10,5 8,2 9,1 


Qualitativ zeigen beide Schichten denselben Verlauf der Werte von Av 
mit A, wobei die Kristallite der kathodenzerstaubten Schicht durchschnitt- 
lich gréBer sind. Zur Diskussion des Verlaufs benutzen wir die Tatsache, 


-_tite ae | aus dem Integral (28) bereits in Fig. 4 
&; — Eq 

in I durch die starken Kurven dargestellt ist, wenn wir von der absoluten 
GréBe des OrdinatenmaBbstabes absehen. Wir entnehmen aus den Kurven: 
Bei 4 = 1000 my streuen praktisch nur die in Resonanz_befindlichen 
Kristallite aus einem engen Bereich von kleinen /-Werten, d.h. nach Fig. 3 
in I von groBen Achsenverhiltnissen. Mit abnehmendem / verschiebt sich 
der Bereich unter Unschirferwerden der Resonanz zu kleineren Achsen- 
verhiltnissen hin. Am violetten Ende des Sichtbaren und im Ultravioletten 
tragen unter Fortfall der Resonanz die Kristallite aller Achsenverhiltnisse 


zur Streuung bei, und zwar die mit grobem Verhaltnis am starksten. 





da’ der Faktor 1/) 


Der in den Werten von Av bei 650 my angedeutete Anstieg von Av 
nach langen Wellenlingen hin scheint auf ein nicht unplausibles Anwachsen 
des mittleren Kristallitvolumens mit dem Achsenverhaltnis hinzuweisen. 
Dann wire das Anwachsen von Av gegen das Violette hin dadurch zu er- 
klaren, daB in diesem Spektralgebiet wegen der mangelnden Selektivitét 
wiederum die Kristallite mit groBem Achsenverhiltnis in der Wirkung iiber- 
wiegend werden. Wegen der Mebungenauigkeit ist die andere Méglichkeit, 
daS mit steigendem Achsenverhiltnis das Volumen fillt, allerdings keines- 
wegs auszuschlieBen. Sichere Aussagen lieben sich vielleicht durch Er- 
streckung der Messungen ins Ultrarot und Ultraviolett erzielen. Das einzig 
sichere Ergebnis der vorliegenden Messungen ist die GréBenordnung des 


Kristallitvolumens von 1000 muy3. 


Hamburg 36, Physikalisches Staatsinstitut. 











Ganzzahligkeit in Raum und Zeit. IV. 
Von A, Mareh in Innsbruck. 
(Eingegangen am 15. Mirz 1940.) 


Die durch die /,-Metrik bedingten Abweichungen von der bisherigen Theorie 
finden ihren Ausdruck in einer Beschriinkungsrelation, nach der fiir die Impuls- 
und Energieanderung 4p und AF einer freien Partikel, an der sich irgendein 


Ap? —+|AE 
2 





ProzeB abspielt, stets 





/h\2 
"<= (s+) gilt. Die Relation wird auf 
_ 0’ 


verschiedene Prozesse angewandt und auf ihre experimentelle Bestitigung hin 
gepriift. 


In Teil [fl dieser Untersuchung!) ist gezeigt worden, daB sich aut 
Grund der /p-Metrik eine in sich konsequente divergenzenfreie Quantentheoriv 
des elektromagnetischen Feldes durchfiithren libt. Im folgenden sollen dic 
durch die neue Raum-Zeitauffassung bedingten Abweichungen von der bis- 
herigen Theorie naher prazisiert und auf die Méglichkeit ihrer experimentellen 
Priifung hin untersucht werden. Es ist bereits von Heisenberg?) wahr- 
scheinlich gemacht worden, dab der Anwendbarkeit der bisherigen Quanten- 
theorie gewisse durch die Konstante /) bedingte Grenzen gesetzt sind, indem 
vermutlich nur solche Prozesse nach dieser Theorie behandelbar sind, bei 
denen die beteiligten Partikeln eine unterhalb 2//p liegende Impuls-Energie- 
iinderung erfahren. In der Folge hat Wentzel*) darauf hingewiesen, dal 
gewisse von Schmeiser und Bothe an harten Schauern gemachte Er- 
fahrungen, auf die wir noch zu sprechen kommen werden, sehr zugunsten 
der Heisenbergschen Auffassung sprechen. Es kommt uns hier darauf an, 
zu zeigen, dab die von Heisenberg geforderte Beschriankungsrelation, nach 
der fiir die Anderungen Ap und 4 E, die Impuls und Energie einer Partikel 


" 3(2) 


gelten soll, aus unserer Metrik gefolgert werden kann. Sie geht darauf 


E 








durch irgendeinen ProzeB erfahren, stets ||Ap|* ——, A 
i ¢ 


guriick, dal der Periodizitét von Schwingungen durch /p eine natiirliche 
Grenze gesetzt ist, indem Schwingungen einer Partikel, die um einen ruhenden 
Punkt erfolgen und deren Schwingungsdauer unterhalb fo liegt, grundsitzlich 
nicht beobachtbar sind, also physikalisch iiberhaupt nicht existieren. Diese 
Erkenntnis ist im Rahmen einer quantenmechanischen Theorie allerdings 
nicht unmittelbar verwendbar, da es dort nicht auf Schwingungen, sondern 


') A. March, ZS. f. Phys. 115, 245, 1940. — *) W. Heisenberg, ebenda 
110, 251, 1938. — *) G. Wentzel, Phys. Rev. 54, 869, 1938. 
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auf Ubergiinge von Zustiinden ankommt. Aber ein Ubergang ist immer 
durch Schwingungen darstellbar, so daf wir ihn vermége dieser Darstell- 
barkeit auf seine Méglichkeit oder Nicht-Méglichkeit hin beurteilen kénnen. 
Kine wesentliche Rolle spielt dabei das Koordinatensystem, auf das der 
Vorgang zu beziehen ist, weil ja die Schwingungszahl vom Koordinaten- 
system abhingt. Wird das Verhalten einer Partikel durch eine de Broglie- 
sche Welle von der Schwingungszahl y und der Wellenlinge A dargestellt, 
y2 
so ist 2 2 vom Koordinatensystem unabhingig, so daf eine invariante 
Beschrankung sich nur auf diesen Ausdruck beziehen kann. Das bedeutet, 
dal die Anwendbarkeit der Quantentheorie vom Wert der Grobe |p)? - - E2 


abhingen wird, wenn p und FE Impuls und Energie bedeuten, die eine 
Partikel in einem Prozef verausgabt. 

Die Unmédglichkeit gewisser Zustandsdnderungen. Wir betrachten im 
folgenden eine freie Partikel, an der sich ein Prozeb beliebiger Art abspielt. 
Dabei wollen wir uns zuniichst auf dasjenige Koordinatensystem beziehen, 
in welchem die Partikel lediglich eine Anderung Ap des Impulses erfihrt, 
wihrend thre Energie konstant bleibt (4 = 0). Anfangs- und Endzustand 
der Partikel sind dann darstellbar durch 


, 
(Et—(p,0) 


i 
(Et—(po®) 
u, = a-e" ‘seh 


bzw. Wa 


unter p, und py Anfangs- und Endimpuls verstanden. Beim Ubergang vom 
ersten in den zweiten Zustand mu dann die Partikel Zustiinde passieren, in 
denen sich u, und wus iiberlagern, in deren Darstellung also die Summe 
€, (t) + uy + € (t) - Ug eingeht. Das ergibt fiir die Wahrscheinlichkeit u - u*, 
die Partikel zur Zeit ¢ an irgendeinem Ort 2 yz zu treffen, einen Summanden 
von der Art: 


i i i i 
—+-(P; 0) = Ped (P, 1) (pot) 
(ee Bo tee ** ) (cf-e% ' + c$e8 
op Pp). 0) : (p P,, v) 
. . 7. 1; ae > I> 
= |e, |2 + | Gy |? +- e, eF-e” + cf ts: e nA 


= (|| + |ee|)? + 4] ¢| [oo|- sine (P2 a 6). 


Wahlen wir das Koordinatensystem so, daB po — p, in die 2-Richtung fallt, 
so wird (po — py, t) = |Ap|- a, unter Ap die Anderung verstanden, die 
der Impuls der Partikel durch den Proze8 erfaihrt. Die Uberlagerung von u; 
und ug hat also zur Folge, dab in der Wahrscheinlichkeit, die Partikel an der 
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Stelle x zu finden, ein Glied auftritt, daB sich mit z periodisch mit d: 








22h cise . : ter ; 
Periode —— = ; andert. Aber eine solche Anderung ist, wie sich zeige 
A p) A p 
. . h . 
laBt, nur dann wirklich beobachtbar, wenn > 2 lp ist. 
Ap| 


Zum Beweis machen wir uns zunichst klar, dab die Aussage: ,,Di- 
Partikel befindet sich an der Stelle 2‘ nach unserer Metrik bedeutet, da! 
sie in Koinzidenz mit einer Mafstabpartikel gefunden wird, der die (sta- 
tistische) Koordinate « zukommt. Denn eine genauere Ortsbestimmuny 
laBt sich ja im Einzelversuch nicht vornehmen. Angenommen nun, és sei 


h 
lApl < 2lo. Wir grenzen uns einen zylindrischen Raum V ab, dessen 
dp 


Achse in der z-Richtung liegt, und richten unsere Aufmerksamkeit auf die- 
jenigen Partikel des Mabkoérpers, die innerhalb V liegen und deren Abszissen 





gegeben sind durch x —- n —— (n = 0, 1, 2, ...), wobei x eimen beliebigen 
Ap 

iil es | 

festen Wert hat. Wenn - S215, so muh unsere Partikel, wenn sie 
Ap) 


iiberhaupt innerhalb V angetroffen wird, mit einer dieser MaBkérper- 
partikeln koinzidieren. Ist w die Wahrscheinlichkeit einer solchen Koinzi- 
denz — nach Voraussetzung ist w fir alle n gleich gro®B — und N die Zahl 
der Schichten n innerhalb V, so ist die Wahrscheinlichkeit W, die Partike! 
innerhalb V zu finden, gleich N-w. Wir andern nun z ab in 2’ und beob. 





achten die Koinzidenzen mit z2’— n Vv . Ist w’ die Wahrscheinlichkeit einer 
—_ p 


solehen Koinzidenz, so gilt wieder W— N-w’, so daB wv’ = w ist. Fir 


a < 2/9 ist somit w von x unabhingig, also eine periodische Verander- 
Ap) 


lichkeit von w unméglich. Die Méglichkeit einer solchen Veranderung ist 





> 219, weil dann nicht jedesmal, wenn die Partikel 


h 


innerhalb V liegt, eine Koinzidenz mit r—- n - iol eintreten mub, so dab 
ap 


erst gegeben, wenn 


Ap) 





. a . . 
die angestellte Uberlegung nicht mehr gilt. 


Zwei Zustinde mit einem Impulsunterschied | dp| > aL. konnen sich 
=o 


daher nicht iiberlagerr, weil ihre Superposition eine grundsatzlich nicht 

beobachtbare Periodizitét der Ortswahrscheinlichkeit fordern  wiirde. 
. * - . : . ey ° 

Daraus folgt aber die Unmdglichkeit eimes Uberganges zwischen den Zu- 











pater hires » 
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di stinden, weil der Ubergang notwendig durch eine Uberlagerung derselben 
hindurehfihren mibte. Es kann sich daher an emer freien Partikel kein 


Pat 


ProzeB abspielen, der, bezogen auf dasjenige Koordinatensystem, in welchem 





| die Energie konstant bleibt, mit einer Impulsinderung des Teilchens > = 

; = "0 
ie verbunden ist. Als invariante, vom Koordinatensystem unabhingige Be- 
al} schrinkung ergibt sich daraus: 
- AE 2 h \2 
« | |4pe—(“") <(5,). (1) 
ej 

Das ist die von Heisenberg geforderte Relation, wobei aber zweierlei 
” hervorgehoben werden muf. Erstens ergibt unsere Theorie die Relation 
e- mit dem Zeichen <, wihrend nach Heisenberg das Zeichen < gelten 
n é sollte. Wir werden weiter unten sehen, dab die letztere Forderung mit den 
Tatsachen kaum in Einklang stehen diirfte. Zweitens aber ist nach der hier 

, gegebenen Herleitung die Relation nicht, wie Heisenberg meint, auch auf 
) solche Teilchen anwendbar, die durch den Prozef entstehen oder vernichtet 
" j werden, sondern sie gilt nur fiir dieyenige Partikel, die wihrend des Prozesses 
re erhalten bleibt. In diesem Sinne ist sie tibrigens sowohl von Wentzel?!) in 
i- | der erwihnten Arbeit tiber harte Schauer als auch von Kobayasi und 
] Okayama?) in einer Untersuchung tiber Emission und Absorption von 
] Mesotronen verstanden worden. 
P Es sollen nun einige Anwendungen der Relation (1) besprochen werden. 
r Anwendungen. a) Bremsstrahlung. Wir iiberzeugen uns zuniichst, dab 
die Relation fiir die Bremsstrahlung keine der Erfahrung widersprechende 


Beschrinkung der in Strahlung umgesetzten Energie mit sich bringt. Wird 
ein Elektron von der Geschwindigkeit v vollkommen abgebremst, so ist 


|A pi? — (ey = ( a) —( ——, —m c) 
yi- 3 | l—< 
| - aa m 1). 
| -< 
1 h \2 


Nach (1) muB daher die Anfangsenergie des Elektrons unterhalb — ) 


2m \2 ly 
1) G. Wentzel, l.c. — *) M. Kobayasi u. T. Okayama, Proc. Phys. 
Math. Soc. Japan 21, 1, 1939. 
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liegen. Das entspricht einer Energie von ungefiihr 104 e-Volt. Tatsachlic), 
kann bis zu dieser Grenze die Theorie der Bremsstrahlung als bestatic: 
gelten. Es geht daraus hervor, dab die Relation (1) nicht mit dem Zeichen < 
gelten kann, da sie sonst den Giiltigkeitsbereich der Theorie in einem vo, 


der Erfahrung nicht bestaitigten Ausmabh beschrinken wiirde. 


b) Compton-Effekt. Wird ein Photon durch eine freie Partikel von der 
Masse m um einen Winkel # abgelenkt, so andert sich die Schwingungszah| 
des Photons nach der bekannten Formel: 


1 1 i 
— = al. : (1 — cos#). (2) 


, ' 


v v m c2 
Fiir die Impulsinderung des streuenden Teilchens ergibt sich daraus: 


| h2 1 it g 
\Ap|? = “2 (v2 + v2 — 2 yp’ cos), 


wihrend die Energie sich um 


AE = h(v — v’) 


iindert. Die Relation (1) verlangt daher 


h? ° 9 , ¢ h? ‘9 , 
(v2 + v2 — Qyv’cos #) — — (y2 + v’2 — Qy’) 
c2 c2 
h2 h \2 
one ’ P -— COS 
prt eS (1 CO: <(5;). 
somit, wegen (2): 
hv? 1 — cos # h \2 
2( ) oT a a ee (; ). (3) 
7 Lv ys 
1 + ——. (1 — cos #) 7 


mL C= 


Damit also eine Streuung um einen endlichen Winkel zustande kommen 





| 1 h 2 
kann, mu die Energie des Photons unterhalb derselben Grenze pe (— ) 
2m \2 Io 


liegen, die sich bereits in a) fiir die Energie der Bremsstrahlung ergeben hat. 
Die Grenze liegt fiir die Streuung an einem Elektron bei 10" e-Volt. Ist 
die Knergie gréber, so ist (3) nur durch ? ~ 0 erfiillbar, d. h. es tritt dann 


keine Streuung ein. 


c) Harte Schauer. Die harten, aus schweren Elektronen bestehenden 
Schauer werden, wie heute allgemein angenommen wird, durch ein auf ein 
schweres Teilchen (Proton oder Neutron) auftreffendes schweres Elektron 
(oder Lichtquant) ausgelést. Es handelt sich dabei — im Gegensatz zur 
Entstehung der Kaskadenschauer — um einen multiplen ProzeB, bei dem 
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ic) | ein sehweres Elektron von durchschnittlich 10% e-Volt vom Teilchen ab- 
‘ i : , bes ’ 
let §f sorbiert wird und dafiir mehrere schwere Elektronen von entsprechend 
< kleinerer Energie erzeugt werden. Diese Auffassung wird dadurch gestiitzt, 


dab sich auf Grund der Yukawaschen Theorie fiir derartige Prozesse ein 


venigend groBer Wirkungsquerschnitt ergibt, der mit der beobachteten 


™ ; Hiufigkeit der harten Schauer angendhert in Einklang steht. Was dabei 
h] . aber vorerst unverstindlich erscheint, ist die von Schmeiser und Bothe 
| festgestellte geringe Divergenz der aus der Partikel austretenden Schauer- 
teilehen, die im Durchschnitt 10° nicht iibersteigt. Aus den Erhaltungs- 

(2) siitzen wire ein so klemer Winkel nur bei Annahme einer Primiirenergie von 


der GréBenordnung 104 e-Volt erklirbar, wogegen aber der Umstand 
spricht, dab die geringe Zahl der schweren Elektronen mit einer Energie 
von 104 e-Volt zur Erklarung der Schauerhiiufigkeit nicht ausreicht. Man 


0 ee 0) 2S eeeremermcnnier ee 


entgeht dieser Schwierigkeit durch die Annahme, dal fir die Impuls- 
Energieinderung des Teilchens, aus dem der Schauer entspringt, die Re- 
lation (1) gilt. Dadurch wird namlich der mittlere Winkel zwischen den aus- 


6 ee epee seo AO 


Me 
tretenden Teilchen vom Wert —— (MM = Masse des Protons oder 
4 p 


Neutrons, p = Impuls des auftreffenden schweren Elektrons), der sich aus 





der Quantentheorie ergibt, auf 7 eingeschrinkt. Denn bedeutet 7 den 
| 2 op 


maximalen Winkel, den die Bahn eines austretenden mit der des auftreffenden 


to 


Teilchens einschlieBt, und sind p’ und p die zugehérigen Impulse, so bedingt 
das Teilehen in der Richtung senkrecht zu p einen Riickstob Ap des Protons 


) im Betrage bis zu p’: #. Alle Schauerteilchen zusammen vermégen daher 
in der gleichen Richtung eine gesamte Impulsiinderung bis zu S}p’: # 
p: @ hervorzurufen. Wir beziehen uns dabei auf dasjenige Koordinaten- 
‘s system, in welchem die Energie des schweren Teilchens konstant bleibt 
(Lip’ = p). Aus | Ap| < oT, folgt dann fiir # die angegebene Grenze, die 
= lo 
P fiir eine Energie von 109 e-Volt in Ubereinstimmung mit den Beobachtungen 
. ungefiihr bei 5° liegt. 
y Die Grenze ist davon unabhiingig, ob das primiire, den Schauer aus- 
ldsende Teilchen ein schweres Elektron oder ein Photon ist. Tatsachlich 
n haben Schmeiser und Bothe den geringen Divergenzwinkel auch bei 
L harten Schauern festgestellt, die durch Photonen ausgelést werden. 
n dj Erzeuqung eines schweren Elektrons durch ein Lichtquant. Dieser 
r ProzeB, bei dem ein Proton oder Neutron ein hinreichend energiereiches 


n Photon absorbiert und dafiir ein schweres Quant emittiert, ist fiir die 
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Theorie der kosmischen Strahlung von besonderer Wichtigkeit, weil man 
auf ihn die Erzeugung von schweren Elektronen in der Atmosphiare zuriic k- 
zufiihren hat. Der Wirkungsquerschnitt fiir den ProzeBb ist auf Grund dor 
Yukawaschen Theorie von Kobayasi und Okayama !) berechnet wordei,, 
In der Untersuchung wird angenommen, dal die Anwendbarkeit der 
Quantentheorie an die Relation (1) (mit dem Zeichen < und nicht mit <! 
gebunden sei und daB die GréBen Ap und AE sich nicht auf das emittiert« 
Elektron, sondern auf das emittierende Teilchen beziehen, indem unter 
Ap und AE Impuls- und Energiedifferenz des auftreffenden und emittierter 
Teilchens verstanden werden. Dieser Standpunkt steht in Ubereinstimmung 
mit der hier vertretenen Auffassung. 


ej) Lichtemission und -absorption durch Atome. Wird von einem Atom 
ein Lichtquant hy emittiert oder absorbiert, so erfahrt der Atomkern eine 
Impulsinderung, die, wenn wir von dem kleinen auf die Umlaufselektronen 
iibertragenen Impuls absehen, gleich hy/e ist. Die Relation (1) liefert daher 


n der Anwendung auf den Kern: 


|4 pj? — (“*) = (- =.) (- = =- Me) 


os yi-3 














1 h? 
— 9 M2e2(_— deal 
‘ ( p2 1) <(57) 
A 
Aus sia = ~ folgt: 
p2 c 
i: # 
Me / hv,2 
— V mee + (—_ 
1 oe + ( “ ) 


Somit mu sein: 





J+ (aa) mr ae a (x): 


Da die rechte Seite <1 ist, mub hy erheblich kleiner als Mec? sein. Ent- 
wicklung der Wurzel liefert: 


‘ 
v< oder A > 2lo. 
2 Ip 





') M. Kobayasi u. T. Okoyama, l.c. 
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Die Grenze ist also von der Masse des Kerns unabhingig. Das Ergebnis 
rechtfertigt die in IIT aufgestellte Behauptung, dab ein ruhendes Atom mit 
Licht, dessen Schwingungszahl oberhalb yp liegt, nicht in Wechselwirkung 
zu treten vermag. DaB sich hier als Grenzwellenliinge 2 lp ergibt, wihrend 
unsere friiheren Uberlegungen zu /p fiihrten, geht auf die durch die Quanten- 
mechanik bedingte Einschrinkung der Beobachtungsmdéglichkeiten zuriick. 
Der Wert /) wiirde nur dann gelten, wenn wir, wie das in III vorausgesetzt 
wurde, in der Lage waren, simtliche Koinzidenzen festzustellen, die das 
bewegte Teilchen in jedem Zeitelement mit den Mabkoérperpartikeln erfahrt. 
Die Quantenmechanik libt aber jeweils nur eine einzige Beobachtung zu, 
was zur Folge hat, daB der Bereich der grundsitzlich nicht beobachtbaren 
Schwingungen sich erweitert, indem auch Schwingungen mit einer Wellen- 


linge zwischen I) und 2/5 der Feststellung entgehen. 


Zeitscbrift fiir Physik. Bd. 115. 35 
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(Mitteilung aus dem Laboratorium fiir Elektronenoptik der 
Siemens & Halske AG.) 


cect emi 


Theoretische und experimentelle Untersuchungen 
uber Elektronenstrahler. 


Von J. Dosse. 
Mit 18 Abbildungen. (Eingegangen am 26. Mirz 1940.) 


Die wesentlichen Eigenschaften der Elektronenstrahler, der Beschleunigungs- 

anordnungen zur Erzeugung gebiindelter Elektronenstrahlen, werden durch 

theoretische und experimentelle Untersuchungen in naheren Zusammenhang mit 

der geometrischen Anordnung und den elektrischen BetriebsgréBen der Elek- 
tronenstrahler gebracht. 








1. Einleitung. 


Die Erzeugung gebiindelter Elektronenstrahlen im Hochvakuui ist 
durch die Steigerung der technischen Anforderungen an die mit solchen 
Strahlen arbeitenden Réhren!) im Zuge der Entwicklung der Elektronen- 
optik mehr und mehr zum Gegenstand griindlicherer experimenteller und 
auch theoretischer Untersuchungen geworden. Das Hauptinteresse gilt der 
Richtwirkung des Elektronenstrahlers, und zwar nicht nur hinsichtlich des [| 
Raumwinkels, den das Elektronenstrahlbiindel erfiillt, sondern auch hinsicht- 
lich der GréBe eines gewissen kleinsten Strahlquerschnitts, von dem der im 
Elektronenstrahl gefiihrte Strom unter diesem |] aumwinkel ausgeht. Die 
Frage ist, wie diese die Richtwirkung kennzeichnenden GréBen mit der 
geometrischen Anordnung der Elektroden und mit den elektrischen Be- 
dingungen zusammenhingen. Nachdem hierzu in verschiedenen Ver6ffent- 
lichungen (die weiter unten im Zusammenhang genannt werden) schon 
Teilergebnisse bekannt geworden sind, soll die vorliegende Arbeit im Rahmen . 
einer zusammenfassenden Betrachtung weitere Beitriige liefern. 





2. Aligemeines iiber Elektronenstrahler ( Beschleuniqungssysteme ). 


In der Strahlung, die von einer leuchtenden Fliche ausgehend durch 
eine Linse hindurchtritt, kann man hinsichtlich der Strahlgeometrie zwei 
Arten von Strahlenbiindeln unterscheiden (Fig. 1a): 1. Die von einem 


') a) Oszillographenréhren, Fernsehsende- und Empfangsréhren, Elek- 
tronenstrahlschalter, Elektronenrastermikroskop; b) Elektronenmikroskope zur 
Abbildung durchstrahlter und bestrahlter Objekte, Elektronenschattenmikroskop, 
Elektronenbeugungsréhren. 
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Punkt (Flachenelement) A der strahlenden Flache ausgehenden Strahlen 
bilden ein Biindel, das wir als Elementarbiindel bezeichnen wollen: der 
Wiedervereinigungspunkt der Strahlen des Elementarbiindels hinter der 
Linse (L) ist der Bildpunkt B. 2. Die senkrecht von den einzelnen Flachen- 
elementen ausgehenden Strahlen, die parallel zur Achse in die Linse ein- 
treten, schneiden die Achse im bildseitigen Brennpunkt der Linse (F',); 
diese Strahlen wollen wir unter der Bezeichnung Hauptstrahlenbiindel zu- 
sammenfassen. Der fiir die Abbildung des einzelnen Dingpunktes aus- 
genutzte Strahlenkegel des Elementarbiindels mit den halben Offnungs- 
winkeln x baw. x’ ist durch die Apertur der Linse L festgelegt, wihrend der 
halbe Offnungswinkel « des Hauptstrahlenbiindels durch die GréBe der 
strahlenden Flache (r,) und die Brennweite f, der Linse bestimmt wird, 
sofern r, kleiner als der Linsenhalbmesser ist. Bei den Beschleunigungs- 
systemen der Elektronenstrahlréhren, die wir kurz als Elektronenstrahler?) 
bezeichnen wollen, liegen die Verhiltnisse infolge der starken Ver- 
schiedenheit der Brechungszahlen im Ding- und Bildraum zahlenmabig 
anders (Fig. 1b, 1¢): Die Linse wirkt nicht mehr als Aperturblende, da das 
Elementarbiindel mit der rasch wachsenden Brechungszahl schlanker wird 
(x = 2/2). Besonderes Augenmerk ist ferner auf den Halbmesser r, des 
Strahlenbiindels im Brennpunkt F’, zu richten. 7, ist bestimmt durch den 
Winkel # und den Abstand BF'p, wenn man von dem meist geringen Unter- 
schied der Brechungszahlen bei B und F’, absieht. Der Strahlquerschnitt 
in der Brennpunktebene (F',) soll im folgenden als Brennfleck bezeichnet 
werden. Schon bei einigen hundert Volt Beschleunigungsspannung liegen 
bei den praktischen Anordnungen die Verhiltnisse so, dab r,, wesentlich 
klemer ist als rp. 

Fiir die Mehrzahl der Elektronenstrahlréhren?) wird eine mdglichst 
kleine strahlende Flaiche verlangt, deren Elektronenbild durch eine weitere 
Elektronenlinse (Hauptlinse, in Fig. 1 weiter rechts zu denken) auf der 
Nutzfliche (Leucht- oder Bildschirm, Objekt) entworfen wird. In allen 
praktischen Fallen eignet sich hierzu der Brennfleck (r,) besser als die 
Kathodenfliche (r,) selbst, obgleich die Kathode, abgesehen von ihrem 
tatsachlich gréBeren Abstand von der Hauptlinse, durch das Beschleunigungs- 
feld noch weiter nach links verlegt erscheint 8). Im iibrigen wird die unmittel- 


') Entspricht etwa der Bezeichnung ,,Electron gun’. — *) Siehe Fubnote 
auf §. 530. — %) Das in Briiche-Scherzer, Geometrische Elektronenoptik, 
5.176 gegebene Beispiel entspricht mit der Dingweite und der Austrittsenergie 
nicht den hier in Frage kommenden praktischen Verhiltnissen; es laBt daher 
die Kathodenabbildung zu giinstig erscheinen. 
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bare Abbildung der Kathodenflaiche selbst hiufig durch die vorgelagert: 
Raumladungsschicht verhindert. Als Ausgangsfliche des Strahlenganges 
ist dann die Fliche des Potentialminimums anzusehen. Dar, der Brenn-  |7 


AB 
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Fig.la bis c. Zum Strahlengang im Elektronenstrahler. 


a) Brechungszahlen in Ding- und Bildraum gleich (Einzellinse). 
b) Brechungszahlen in Ding- und Bildraum verschieden (Beschleunigungslinse, 
Immersionslinse). ; 
c) Haupt- und Brennpunkt der Linse nach b. 
RK = Dingpunkt (Kathode): B= Bildpunkt; L = Linse; H; H p= Ding- bzw. bildseitige 
Hauptebene; /;-/' p = Ding- bzw. bildseitiger Brennpunkt. 


weite f, verhiltnisgleich ist [vgl. Gleichung (19)] und die Stromdichte 
im Brennfleck mit der Kathodenfliche wichst, wire zuniichst im Interesse 
eines kleinen und hell strahlenden Brennflecks f, klein und r, groB zu 
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waihlen. Genau wngekehrt verhalt sich jedoch die Apertur x des Haupt- 
strahlenbiindels: Diese wachst mit steigendem r, und fallt mit steigendem lp 
(Fig. 1). Eimer Vergréberung von « sind aber verschiedene Grenzen gesetzt : 
Erstens steigen, wie auch in der Optik, die Anforderungen an Offnung und 
Fehlerfreiheit der Hauptlinse; zweitens werden bei den in Fubnote 8. 580 
unter a) genannten Rohren die gleichen Anforderungen an das in der Nithe 
dieser Hauptlinse befindliche Ablenksystem gestellt; drittens wird die 
Tiefenschirfe des Strahls geringer, was sich in der Regel bei der Strahl- 
ablenkung als zusatzliche St6érung bemerkbar macht. Dariiber hinaus sind 
auch in der Erzielung klemerer Brennweiten f, bei gleichzeitig gréberer 
Offnung der Beschleunigungslinse schon gewisse Grenzen gesetzt. Praktisch 
miissen also die beiden Forderungen hinsichtlich der GréBe des Brennflecks 
und des Strahl6ffnungswinkels von Fall zu Fall gegeneinander abgewogen 
werden. 

Wird der Elektronenstrahler lediglich als Bestrahlungsapparat benutzt, 
wie es fiir die in FuBnote $. 5380 unter b) genannten Réhren der Fall ist, so 
lassen sich die beiden Forderungen zu der Bedingung zusammenfassen, dab 
der Strom je Einheit der strahlenden Fliche wnd des Raumwinkels moglichst 
hoch werden soll. Dieser der Leuchtdichte in der Optik entsprechende Wert, 
der als Richtstrahlwert des Elektronenstrahlers bezeichnet worden ist!), ist 
ein Mab fiir die Giite des Bestrahlungsapparates. Dariiber hinaus kann der 
Richtstrahlwert auch fiir beliebige Elektronenstrahler als Giitemah dienen, 
sofern keine besonderen Anforderungen vorliegen, wie z. B. eine bestimmte 
Schreibfleckgrébe, grobe Tiefenschirfe des Strahls, vorgegebene Haupt- 


linsendffnung oder ahnliches. 


3. Stand der Theorie. 


Die potentialtheoretische Durchrechnung der kreissymmetrischen 
Dreielektrodenanordnung, wie sie fiir einen Elektronenstrahler in Frage 
kommt, ist bisher nur in ganz speziellen Fallen 2)%) gelungen. Man ist daher 
in der Elektronenoptik diesen mathematischen Schwierigkeiten meist durch 
Anwendung der empirischen Feldausmessung aus dem Wege gegangen*). 
Jedoch hat auch dieses Verfahren einen Mangel, der gerade fiir die Be- 
stimmung des Beschleunigungsfeldes eines Elektronenstrahlers schwer- 


') Vgl. B. v. Borries u. E. Ruska, ZS. f. techn. Phys. 20, 225, 1939 (dort 


mui es jedoch fiir den Raumwinkel 22? statt «? heiBen). — *) L. Wald- 
mann, Phys. ZS. 38, 654, 1937. — *) H.W. Paehr, Fernseh A. G. 1, 193, 
1939, H. 5. — 4) Zusammenstellung der Methoden bei Briiche-Scherzer, 


Geometrische Elektronenoptik, 8. 71ff. Berlin, Jul. Springer, 1934. 
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wiegend erscheint: Die Feldverinderung durch die Raumladung des Ele |. 
tronenstrahls wird nicht erfabt. Immerhin besteht die Méglichkeit, dure, 
eine, Wenn auch sehr umstindliche Naherungsrechnung den EinfluB di 
Raumladung auf das Potentialfeld zu beriicksichtigen!). Diese miihseliy, 
Bestimmung des Feldes wire aber nur der erste Schritt zur Beantwortuny 
der interessierenden Fragen nach der GréBe des Brennflecks und des Strah|- 
6ffnungswinkels sowie deren Verinderungen mit den elektrischen und geo- 
metrischen BetriebsgréBen des Elektronenstrahlers. Es erscheint daher 
zweckmabig, das Problem von einer ganz anderen Seite her in Angriff zu 
nehmen. 

Einen ersten wesentlichen Schritt hierzu hat Law getan2), indem er 
zeigte, daB sich auf Grund der Maxwell-Verteilung der Elektronengeschwin- 
digkeiten die Stromdichteverteilung im Brennfleck angeben 1aBt. 

Fir die Stromdichte j im Brennfleck in Abhingigkeit vom Abstand r 
des Aufpunktes von der Achse ergibt sich nach Law 


j= ee Pe (18*) 
worin 7, der gesamte Strom und U die Beschleunigungsspannung ist. Dir 
Bedeutung des Faktors a ist dabei offen gelassen: a ist umgekehrt pro- 
portional der Elektronentemperatur T. 

Wie im Anhang zu dieser Arbeit gezeigt wird. steht dieser Faktor a in 
einfacher Beziehung zur Brennweite f,. Wir erhalten fiir die Stromdichte 
[Formel (18) des Anhangs}: 

: I’. 92 
i(r) = we _* .e Urle. (18) 
nx Urfh 


rr 


Uo —_———-—: 7’ — Klektronentemperatur — wahre Temperatur der 
a 11600° Volt ib: 
Kathode), also a = =——s5. Die Stromverteilungskurve im Brennfleck 


Uy: fr 
(Fig. 2) wird also um so steiler, je héher die Beschleunigungsspannung U 
und je niedriger die Elektronentemperatur T und die bildseitige Brenn- 
weite fp des Elektronenstrahlers smd. Unter dem ,,.Halbmesser™ des Brenn- 
flecks schlechthin wollen wir den Wert 7, (Fig. 2) verstehen, bei dem dic 


') I. G. Maloff u. D. W. Epstein, Proc. Inst. R. E. 22, 1386, 1934: 
I. G. Maloff u. D. W. Epstein, Electron Optics in Television, 8. 135ff. 
New York u. London, Me. Graw Hill, 1938. — #) R. R. Law. Proc. Inst. R. E. 
25. 954, 1937. 
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Stromdichte nur noch den Bruchteil p = 0,05 des Wertes in der Mitte 
betragt (der noch auberhalb dieses Bereiches flieBende Stromanteil betrigt 
dann ebenfalls 5 v. H. des Gesamtstromes im Brennfleck). Nach (18) ist dann 





U 8U. 
=the \ 5 Pind = = In| tz 19) 
U 
Fir den  Strahloffnungs- "Fr 


winkel «a findet man aus 
Fig. la [oder auch aus 
Gleichungen (9) und (13) des 
Anhangs | 

, 

c= (20) 

my 
Der oben elngeftihrte Richt- 
strahlwert ist 

I 


R= , 1 4 (21 
. MO - arp p deal 








wobei 7 der Strom ist, Fig.2. Gaufsche Verteilungskurve j (r)= jo-e Re 
. = olen 2 U 

der durch die Fliche zr; k2 = 13.7, vgl. Gleichung (18); Halbwerts- 

des Brennflecks hindurch- itis wid Me > ahd 

tritt und den Raumwinkel 

o = mo? erfillt. Nach der oben gegebenen Definition von Te ist 

I] = (1— p)I,, wenn mit J, der gesamte von der Kathode ausgehende 


Strom bezeichnet wird. Mit (19) und (20) laBt sich R nun in die Form 








bringen 
U 
R= q*IKm* > (22) 
™ 
: l1—p 
wobei g = und jy, = —~3 = mittlere Kathodenstromdichte ist. 
a In 1/p Ur i 


Fir p = 0,05 ist q +0, 1, fir p—1 geht q—1/m. Eine (22) ahnliche 
Forme! ist von Langmuir?) angegeben worden; jedoch gibt die Lang- 
muirsehe Formel nicht den Richtstrahlwert, sondern nur den Héchstwert 
der (auf die Brennfleckfliche bezogenen) Stromdichte in der Mitte des 





In 1/p 

Brennflecks. Diese unterscheidet sich von R um den Faktor 2 «2 — I 
.. a iaews = p 
') Der Raumwinkel ist — als Fliche auf der Einheitskugel — 22 


(1 — cos «), also bei kleinen « w = 2°; iiber die Beziehung zwischen x, / und 
dem gesamten Strahléffnungswinkel y vgl. Abschnitt 4, b, 3), S. 544, Formel (23) 
und (24). — #) D. B. Langmuir, Proce. Inst. R. E. 25, 977, 1937. 
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Dieser Faktor ist in zweierlei Hinsicht wesentlich: Die Stromdichte verteilt 
sich sowohl itber den Brennfleckbereich als auch iiber den Raumwinkel nach, 
einer glockenférmigen Kurve, und zwar im Brennfleck nach einer GauBsechen 
Verteilung [Gleichung (18) und Fig. 2] und iiber den Offnungswinkel nach 
einer Kurve, die durch den Verlauf des Potentials in der Umgebung des 
Sattelpunktes vor der Kathode senkrecht zur Achse bestimmt wird (vg. 
Fig. 9) und der GauBschen Verteilung ziemlich ahnlich ist, solange noch 
an keiner Stelle des emittierenden Kathodengebietes merklich Sattiguny 
herrscht. FR stellt einen Mittelwert iiber den Raumwinkel und die Brenn- 
fleckflache dar, der an sich dadurch erhéht werden kann, dai man Rand- 
zonen des Brennflecks und des Offnungswinkels ausblendet. Bei Aus- 
blendung im Brennfleck wiachst q, bei Ausblendung in der Nihe der Haupt- 
linse oder an der Kathode (Begrenzung des Emissionsgebietes) wachst ),... 
Von beiden Méglichkeiten wird im Roéhrenbau Gebrauch gemacht. 


4. Experimentelle Untersuchungen. 


a) Verfahren zur Untersuchung der Stromverteilung in Elektronenstrahl- 
biindeln. Messungen der Stromverteilung in einem Elektronenstrahlenbiinde! 
sind zuerst von Knoblauch 1) gemacht worden. Als Anode des untersuchten 
Kathodenstrahloszillographen wurde nach einem Vorschlag von E. Ruska 
eine Kreuzlochblende eingebaut und diese elektronenoptisch auf dem 
Leuchtschirm abgebildet. Mittels eines vor dem Leuchtschirm verschieb- 
baren Auffinger- (Faraday-) Kafigs wurden die Stréme in den einzelnen 
Teilstrahlenbiindeln gemessen und so Mittelwerte der Stromdichten im 
Bereich der verschiedenen Lécher der Blende gefunden. Unabhingig davon 
untersuchte Malsch 2) die Stromverteilung im unkonzentrierten Strahl von 
Kathodenstrahloszillographen mit Hilfe eines Auffangerkafigs. Das Ver- 
fahren der Abbildung einer Kreuzlochblende wurde von Knoll und dem 
Verfasser benutzt3)*), um die Elektronenverteilung im Brennfleck von 
Roéntgenréhren zu untersuchen. Dieses Verfahren wurde dann entscheidend 
verbessert 5), erstens durch Verwendung eines Netzes an Stelle der Kreuz- 
lochblende, um den ganzen Strahlquerschnitt untersuchen zu kénnen (das 
Netz hatte dabei lediglich die Aufgabe, die Potentialverteilung zwischen 
Kathode und Anode der untersuchten Roéhre mdglichst unverandert 


*) H. Knoblauch, Entwicklung von Hochspannungsionenréhren hoher 
Leistungsfihigkeit insbesondere fiir Kathodenstrahloszillographen. Diss. T. H. 
Berlin, 1931. — *) F. Malsch, Arch. f. Elektrot. 27, 642, 1933. — *) J. Dosse 
u. M. Knoll, ebenda 29, 729, 1935. — *) J. Dosse, ZS. f. techn. Phys. 17, 
121, 1936. — *) J. Dosse, Arch. f. Elektrot. 31, 534, 1937. 
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zu erhalten); zweitens dadurch, dai der Elektronenstrahlquerschnitt 
bzw. dessen Elektronenbild tiber eine Blende vor dem Auffingerkiifig 
periodisch abgelenkt und der verstiirkte Kiifigstrom oszillographisch auf- 


vezeichnet wurde. 


Dieses Verfahren erschien bei dem Entwicklungsstand der Kathoden- 
strahlréhren auch besonders geeignet fiir systematische Untersuchungen von 
Elektronenstrahlern. Daher wurde!) auf der Grundlage dieses Verfahrens 
ein Strahlmebgerit entwickelt, das es gestattet, unter anderem die beiden 
wesentlichen Grében, die Stromverteilung ither den Brennfleck und tiber 
den Strahléffnungswinkel, fiir verschiedene Elektronenstrahler zu messen 
und besonders auch zusammengehorige Werte beider Grében zur Be- 
stimmung von Richtstrahlwerten zu ermitteln. Besonderer Wert wurde 
darauf gelegt, dab die Elektroden leicht auswechselbar sind und Steuer- 
elektrode (Wehnelt-Zylinder) und Kathode nach allen Richtungen verstellt 
werden kOnnen, um einerseits wesentliche geometrische GroéBen ohne Unter- 
brechung des Vakuums veriindern und andererseits die Elektroden moéglichst 
genau und zum Teil sogar unter Spannung zentrieren zu kOénnen. Eine 
moglichst fehlerfreie und bequem regelbare elektronenoptische Abbildung 
des Brennflecks wird durch die Wahl einer magnetischen Hauptlinse gewihr- 
leistet: die VergréBerung kann iiber die bei Braunschen Roéhren iibliche 
(2...4) hinaus bis etwa 14 gesteigert werden, ohne dai das Magnetfeld 
stérend in das Beschleunigungsfeld hineingreift. Die Ablenkung des Strahles 
erfolgt durch zwei um die Strahlachse drehbare Ablenkspulenpaare. Den 
Aufbau dieses Strahlmebgeriites zeigt Fig. 3: tiber eimige Mebergebnisse 


wird weiter unten berichtet. 


Inzwischen sind von anderer Seite Untersuchungen tiber den Kathoden- 
strahlquerschnitt ver6ffentlicht worden. Reusse?) benutzt als Sonde statt 
eles Auffaingerkifigs einen bzw. einige diinne, parallel zum Leuchtschirm 
ausgespannte Drihte. Jacob 3) wendet im wesentlichen das schon beschrie- 
bene Mebverfahren, jedoch mit Schlitz- statt Lochblenden an. (Mit diesen 


(5) 


wieder eine GauBsche Verteilung, deren Ordinaten lediglich wn b )2 gréber 


Sonden ergibt sich bei Gaubscher Verteilung der Stromdichte nach ¢ 


') Auf Anregung der Herren Dr. B. v. Borries und Dr. E. Ruska, denen 
der Verfasser fiir wertvolle Hinweise, insbesondere iiber die Konstruktion des 
StrahlmeBgeriites und den Richtstrahlwert dankt. Ferner ist der Verfasser 
Herrn Dr. H. Bode fiir vielfache anregende Diskussionen zu Dank verpflichtet. 
— *®) W. Reusse, T.F.T. 28, 184, 1939, H. 5. — *) L. Jacob, Phil. Mag. 28, 
81, 1939, Nr. 186. 


35* 
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sind.) Die beiden letztgenannten Versuchsanordnungen zielen — soweit dics 
aus den Verdffentlichungen hervorgeht — auf eine Ausmessung des Strah!- 


querschnitts in der Leuchtschirmebene bei vorgegebener Elektroden- 


















































Fig. 3. Schematischer Aufbau des StrahlmeBgeriites. 
K = Kathode, St= Steuerelektrode (Wehnelt-Zylinder), A = Anode (vgl. auch Fig. 6), ES = Elek- 
tronenstrahl, WL = Magnetische Hauptlinse, AS = Ablenkspulen, K = Glaskolben, LS = Leucht- 
schirm, MB = MeBblende, FAK = Auffingerkiifig. 


anordnung einschlieblich der Hauptlinse ab, wihrend das hier beschriebene 
StrahlmefBgerait mehr der Untersuchung des Elektronenstrahlers selbst unter 
veriinderlichen Bedingungen dient. 


b) Mepergebnisse. «) Stromverteilung im Brennfleck. Bereits Law gab 
einen mittelbaren Nachweis der GauBschen Verteilung. Fir verschieden 
grobe Blenden, die in der Brennfleckebene angeordnet waren, wurde das 
Verhaltnis des durch die Blende tretenden Stromes zum gesamten Strahl- 


strom bei verschiedenen Spannungen gemessen. Daraus labt sich die 





Grobe ar? in der Gleichung (18*) in Abhangigkeit vom Blendenhalbmesser r 
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ermitteln!). Eine weitere Bestitigung gelang Jacob 2) nur durch Auswertung 
einiger hundert Kurven, da die einzelnen Kurven infolge von ,,Linsen- 
fehlern’’ zu sehr vom Gaubschen Verteilungsgesetz abwichen. 

Mit dem hier beschriebenen Strahlmefgerit konnten unmittelbar — bei 
sorgfiltiger Zentrierung sowohl der Elektroden des Elektronenstrahlers 
selbst (Kathode—Steuerelektrode—Anode) als auch der Hauptlinse gegen 
den Elektronenstrahler (vgl. 8.5387) — Verteilungskurven gefunden werden, 
deren Verlauf sehr befriedigend mit dem theoretisch geforderten GauSschen 


Gesetz tiiberemstimmt. Fig. 4 zeigt eine soleche, mit dem Strahlmebgeriit 
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Fig. 4. Stromverteilung im Brennfleck. 
Mit dem Strahlmefgeriit erhaltenes Oszillogramm (Beschleunigungsspannung U 4 kV). 
1 = Strom im Auffiingerkifig (die Schwankungen sind durch die gleichgerichtete 
Anodenspannung verursacht; 500 Hz). 2=—Strom in den Ablenkspulen (AS, Fig. 3). 
3 = Eichung 500 Hz. 


1) R. Law, Proc. Inst. R. E. 25, 967, 1937. Dieses MeBverfahren wurde 
schon von B. v. Borries, Dissertation Techn. Hochschule Berlin 1932, 
S. 52f. und von F. Malsch, Arch. f. Elektrot. 27, 642, 1933 (vgl. insbesondere 
S. 648) zur Bestimmung der Stromdichteverteilung im Schreibfleck von Ka- 
thodenstrahloszillographen mit Gasentladungsréhre benutzt. In beiden Arbeiten 
sind auch Stromverteilungskurven wiedergegeben, die einen Schlu} auf die 
Stromdichteverteilung in der Niihe der Kathoden zulassen. Bemerkenswert ist, 
daf diese Stromverteilungskurven mit ziemlicher Anniherung das GauSsche 
Gesetz befolgen, allerdings aus einem anderen Grunde als dies im Brennfleck des 
Hochvakuum-Elektronenstrahls der Fall ist, wie bei Malsch (a. a. O., S. 643) 
erértert wird: In der Gasentladungsréhre ist die Verteilung der Stromdichte 
durch die seitliche Ausbreitung des auf die Kathode gerichteten und dort die 
Elektronen auslésenden Ionenstrahls bedingt. Diese seitliche Ausbreitung der 
lonen erfolgt durch statistisch verteilte Ablenkungen bei ZusammenstéBen mit 
Gasmolekiilen. — *) A. a. O., 8. 87. 
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gewonnene Verteilungskurve; Fig. 5 gibt weitere Beispiele, wobei die ur- 
spriinglichen Oszillogramme zur Kontrolle der Beziehung Gleichung (18) 
umgezeichnet sind. Obwohl die Untersuchungen mit dem Strahlmef- 
gerit zunaichst nur im Bereich von 4 bis 40 kV Strahlspannung und 
von 0,1 bis zu einigen hundert pA Strahlstrom gemacht wurden, kann 
man die Giltigkeit des GauBbschen Verteilungsgesetzes fiir die Strom- 
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Fig. 5. Verhaltnis)/, / doppelt logarithmiert gegen In r fir verschiedene StrahlstrOme. Die ein- 

gezeichneten Geraden haben die Neigung 2 entsprechend dem Exponenten von r? in Glei- 

chung (18). X und @ bedeuten linker und rechter Ast der Verteilungskurve. r ist in will- 
kiirlichen Einheiten aufgetragen. 


dichte im Brennfleck eines elektronenoptisch fehlerfreien Elektronen- 
strahlers wohl als erwiesen ansehen. Dariiber hinaus kann die Er- 
reichung der Gaubschen Verteilung als Kennzeichen eines elektronen- 
optisch einwandfreien Beschleunigungssystems und der fehlerfreien Ab- 
bildung durch die Hauptlinse gelten. 

Wesentlich schwieriger gestaltet sich der Nachweis der iibrigen in 
Gleichung (18) wiedergegebenen Abhingigkeiten. Wiahrend naimlich das 
Verteilungsgesetz der Stromdichte auch in der Umgebung des Brennpunktes 
noch erhalten bleibt, also bei kleinen Abweichungen von der genauen Ein- 
stellung der Hauptlinse auf den Brennfleck {[d.h. von der Einstellung, bei 
der der Leuchtfleck auf dem Schirm das Bild des Brennflecks ist!)] nicht 
merklich verindert wird, iindert sich die Gréfe des Brennflecks stark 


‘) Bei der Einstellung auf kleinsten Leuchtfleck bildet man nicht genau den 
Brennfleck (F',, Fig. 1), sondern eine ein wenig weiter von der Hauptlinse ent- 
fernte Ebene ab, nimlich diejenige, fiir die das Produkt aus wirklichem Strahl- 
durchmesser und VergréBerung durch die Hauptlinse den kleinsten Wert hat. 
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mit der Linseneinstellung. Als Merkmal fiir die richtige Einstellung auf 
den Brennfleck kann das Minimum der Kurvenbreite oder, was auf der 
Mattscheibe des Oszillographen bequemer und sicherer zu beobachten 
ist, das Maximum der Kurvenhdhe benutzt werden!). Die Unsicherheit 
in der Einstellung der Hauptlinse ist im wesentlichen dafiir verantwort- 
lich zu machen, dab die Einzelwerte der gemessenen Brennfleckgrében 
stets mehr oder weniger streuen. Fir die Einhaltung  eindeutiger 
Versuchsbedingungen ist ferner erschwerend, dali die Rauwnladung des 
Elektronenstrahls vor der Kathode das Feld dort in der Regel merklich 
beeinflubt 2). Die von Maloff und Epstein 3) durchgefiihrte Naherungs- 
rechnung stiitzt diese Annahme. 

Die Abhingigkeit des Brennfleckhalbmessers r,, von der Beschleuni- 
gungsspannung U ist zuerst von Law 4) untersucht und in Ubereinstimmung 
gefunden worden mit der Beziehung (18*), und zwar im Bereich von 200 bis 
1000 Volt. (Alle Elektrodenpotentiale wurden im gleichen Verhiiltnis ver- 
iindert ; der Strahlstrom stieg dabei von 35 bis 200 yA.) Da alle Elektroden 
positiv gegen die Kathode waren, diirfte die Feldveriinderung durch Raum- 
ladung verhiltnismiBig gering sein. Tabelle 1 zeigt ein mit dem Strahlmelb- 


geriit gewonnenes vorliufiges Ergebnis; das in Spalte 5 angegebene Produkt 


Tabelle 1. Zur Abhingigkeit des Brennfleck halbmessers rp 


von der Beschleunigungsspannung U. 





U Usp Un rp rp lo 
kV Vv v mm mm kV'/» 
1 2 3 4 5 

4 110 75 0,043 0,086 
6 137 | s«112,5 0,037 0,090 

8 112 150 0,030 0,085 


') Die Einstellung auf den visuell ,,besten’* Leuchtfleck auf dem Schirm, 
wie sie von L. Jacob (a. a. O., S. 90ff. und Fig. 10) benutzt wurde, erscheint fiir 
systematische Untersuchungen nicht zweckmibig wegen der Méglichkeit sub- 
jektiver Fehler. Bei merklichen Linsenfehlern ist die Lage des Brennflecks auf 
der Achse des Elektronenstrahlers nicht mehr eindeutig. Daher wird in der 
genannten Arbeit auch ein Unterschied gefunden zwischen den Einstellungen 
auf den visuell ,,besten*’ und auf den kleinsten Leuchtfleck, d. h. auf kleinste, 
Kurvenbreite (vgl. W. Reusse, a.a.O., S. 187, Fig. 9; L. Jacob, a.a. O. 
S. 90ff., Fig. 8 bis 11; Fig. 7 u. 8 der vorliegenden Arbeit). — *) Uber 
den EinfluB der Raumladung auf den Strahlengang zwischen Brennfieck und 
Leuchtschirm vgl. z. B. B. v. Borries u. J. Dosse, Arch. f. Electrot. 32. 
221, 1938. — %) I. G. Maloff u. D. W. Epstein, a. a. O. ‘) R. R. Law, 
Proc. Inst. R. E. 25, 954, 1937. 
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= a 
r,)U ist innerhalb der Fehlergrenzen der Messung konstant, wie es Glei- 


chung (19) fordert. 


Der nach (18) zu erwartende Einfluf der Kathodentemperatur 1, 
] 


r,™ —— konnte bisher nicht gefunden werden!). Es ist anzunehmen, 

\7 
dafii der Gang von r, mit T durch die Veranderung des Feldes (infolge der 
Raumladungsiinderung ttber den Einflu®B auf f,) zum Teil wieder auf- 


gehoben wird. 


Der Zusammenhang von r, mit f, kann zuniachst an der nach Glei- 
chung (19) sich ergebenden GréBenordnung gepriift werden. Mit dem Strahl- 
meBgerat wurden an dem in Fig.6 dargestellten Elektronenstrahler 
(l,, = 0,86 mm,/, = 1,1 mm) die folgenden Werte gemessen: r ,, = 0,045 mim 
bei U = 4kV und U,, = 0,2 Volt (Wolfram- 
| kathode): der Strahlstrom betrug J = 100 A. 








' 01% Damit wird f, = 3,7 mm, ein sehr wahr- 

| Abstand~001 scheinlicher Wert, wie aus dem Vergleich 

St lp - | der Elektrodenanordnung in Fig. 6 mit Fig. 1 
l | b und ¢ hervorgeht. Ferner wurde der Strahl- 
Aa—tL } oe Offmungswinkel?) zu 0,03 gemessen. Nach (20) 


ergibt sich damit der Halbmesser des emit- 
Fig. 6. Im StrahlmeBgerit untersuchte tierenden Kathodenbereiches Zu "Kk sag he 
Elektrodenanordnung. K = Kathode .y — 37 mm -0.08 — 0.11 mm. Bei _haar- 
(haarnadelfOrmig gebogener Wolf- . ; Bs . : ¥ 
ramdraht). St = Steuerelektrode. nadelf6rmiger Wolframkathode (Fig. 6) wird 
A Anode. . ‘ . 
der Querschnitt des unkonzentrierten Strahles 
bekanntlich elliptisch: der angegebene a-Wert entspricht dem Mittel aus 
grober und kleiner Ellipsenachse. Danach ist die Ubereinstimmung von r, 
mit den wirklichen Abmessungen der Kathodenfliche zunichst ganz be- 


friedigend. 


Die Abhingigkeit des Brennfleckhalbmessers r,, von der Steuerspannung 
ist aus Fig.7 u.8 zu erkennen, die in Ubereinstimmung mit den bisher 
verOffentlichten Messungen) steht. Als Abszisse ist statt der Steuer- 
elektrodenspannung U,, die Differenz zwischen dieser und der Sperr- 
spannung U,, aufgetragen; letztere ist der Wert der Steuerelektroden- 


') Vgl. auch L. Jacob. a.a.O., insbesondere 8. 965ff., Fig. 7 u. 9. — 
*) Uber den Zusammenhang zwischen Gesamtéffnungswinkel 7 und dem Off- 
nungswinkel des Hauptstrahlenbiindels x vgl. Gleichung (23). — *) W. Reusse, 
a.a.O., 8.187, Fig. 9; L. Jacob, a.a.O., S. 90, Fig. 8. 
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spannung bei Sperrung des Strahls!). Die Wahl von U,, 
} PY > w 


halten, wenn die absoluten Gréfben von U,, und U, 
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U., hat den 


Vorteil, daB die Kurven r, = f (Uy) eine bestimmte Lage zueinander er- 


» durch Variation 
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1, =2,4mm, 0,4... 
la = 12mm, 0,6.. 
l 0.6mm, O38... 





a 





der Elektrodenabstéinde und der 


Beschleunigungsspannung verandert 
werden (vgl. auch Fig. 12 u. 13). 
der 


Der Verlauf von tp mit 





Steuerspannung ist im wesentlichen 
durch die Verinderung der Brenn- 
weite f, verursacht. Es ist?) versucht 
worden, die Brennweiten (Fig. 1¢) aus 
dem im elektrolytischen Trog ge- 
messenen Feldbild zu bestimmen. Der 





') Die Strahlsperrung wurde auf 
einem besonderen, sonst nicht be- 
nutzten Teil des Leuchtschirms beob- 
achtet, unter mdglichst gleicher Be- 
leuchtung der Umgebung des Schirms, 





um die durch verschiedene Augen- 
empfindlichkeit des Beobachters még- 
lichen Fehler zu vermeiden. — *) L. G. 


Maloff u. D. W. Epstein, a. a. O., 
S. 118. 
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Fig. 7. Brennfleckhalbmesser ry in Abhingigkeit von der Steuerspannung fir verschiedene 
Abstiinde /, (Steuerelektrode-Anode); 


Beschleunigungsspannung [° = 4k. 
92 uA Strahlstrom, 


. 100 uA Strahistrom, 
. 163 «A Strahistrom. 
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Fig. 8. Brennfleckhalbmesser rp in Abhiingigkeit 
von der Steuerspannung fiir verschiedene Ab- 
stiinde Jp (Steuerelektrode- Kathode); Be- 
schleunigungsspannung U 4 kV. 
‘h=1,3mm, 10 120 uA Strahistrom, 
lp = 0,6 mm, 0.6... 50 aA Strahistrom. 
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Gang der Brennweite mit der Steuerspannung (wachsende Brennweite mit 
stirker positiv werdender Steuerelektrode) ergibt sich danach zwar in Uber- 
einstimmung mit den Versuchsergebnissen (Fig. 7 u. 8). Es ist aber zunachst 
noch zweifelhaft, ob die richtige Bestimmung der Brennweite und damit. 
nach der hier entwickelten Theorie, die Vorausberechnung der Brennfleck- 
erobe aus dem statischen Feldbild moéglich ist ; auch der Raumladungseinflul 
zwischen Brennfleck und Schirm miifte dann beriicksichtigt werden }). 

Fig.7 u.8 zeigen ferner den EinfluB der Elektrodenabstinde /, 
und 7, auf die Brennfleckgrébe: In beiden Fallen wird mit der Ver- 
kleinerung des Abstandes das Feld verkiirzt und damit sinken auch /, und r,.. 

p) Der Offnungswinkel2), Die Stromverteilung tiber den Strahléffnungs- 
winkel, die nach dem gleichen Verfahren wie die Stromverteilung im Brenn- 
fleck gemessen werden kann, zeigt bei kleieren Stromstirken einen ahn- 
lichen Verlauf wie die Stromverteilung im Brennfleck (vgl. Fig. 9). Bei 
croberen Strahistrémen tritt im Mittelteil der Kurve eine Verflachung ein, 
die durch das Eintreten der Sattigung im mittleren Teil des emittierenden 
Kathodengebietes verursacht wird. Fig. 10 gibt zum Vergleich mit den 
z. B.in der Lichttechnik itiblichen Lichtstarkediagramm eine Polardarstellung 
der Stromverteilung, die die auberordentlich hohe Richtwirkung der Elek- 
tronenstrahler veranschaulicht. 

Die Grobe des (allein meBbaren) Gesamtéffnungswinkels y des Elek- 
tronenstrahls kommt nach der eingangs dargestellten Auffassung durch die 
Uberlagerung aller der Elementarbiindel mit dem Offnungswinkel f zu- 
stande, die sich um je einen Strahl des Hauptstrahlenbindels mit dem 
Offnungswinkel « scharen. Infolge der glockenformigen Verteilung, die sich 
auch tiber y ergibt, ist y offenbar nicht gleich der Summe der Einzelwinkel « 
und p. Legen wir (in guter Naiherung) fiir die Stromverteilung tiber x auch 
eine Gaubsche Verteilung mit der Halbwertsbreite a zugrunde und bezeichnen 
die Halbwertsbreite der Gauschen Verteilung iiber 6 mit b, so berechnet 
man leicht, daB sich als Uberlagerung eine GauBsche Verteilung mit der 
Halbwertsbreite ¢ = | a? + 1? ergibt. Zwischen dem Offnungswinkel f des 
Elementarbiindels, dem Offnungswinkel x des Hauptstrahlenbiindels und 
dem Gesamtoffnungswinkel y des Elektronenstrahls besteht also in guter 


Naherung die Beziehung 


y? we a2 + pr. (23) 
1) Vgl. FuBnote?), 8.541. — *) Zu diesem Abschnitt vgl.auch E. Schwartz, 


H. Striibig u. H. W. Paehr, ZS. d. Fernseh A. G. 1, 5, 1938, Heft 1. Der dort 
(S. 10) angegebene Zusammenhang zwischen Kathodenbereich und Brennfleck - 
durchmesser entspricht allerdings nicht ganz den hier entwickelten V orstellungen 
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In den meisten Fallen ist f so viel kleiner als «, dal y = « gesetzt werden 
kann. Mit den Formeln (10) und (19) des Anhangs kann man statt (28) auch 


schreiben 


7? ~a2|I +5() |; (24) 


3 \Tp 


es genigt also fir y +a, dab rp, wesentlich kleiner als rp ist (vgl. Ab- 


schnitt 2. 8. 531); diese Bedingung ist bei den hier mitgeteilten Messungen 





1 , 4 Jt 45 0 45 


a. 4 





Fig. 9a bis d. Stromverteilung iiber den Strahléffnungswinkel (Anodenspenaung U 21 kV). 
Kurven 1: Oszillogramme der Stromverteilung bei verschiedenen StrahistrOmen J; Ordinate 


lem rund 1 aA mm®?, Abszisse 1 cm rund 10-2 O.57° (im mittleren Teil der Kurven). 
Kurven 2: Stromverlauf in den Ablenkspulen (AS, vel. Fig. 3). 


erfiillt. Lediglich beim Sperren des Strahls mul schlieblich « — 0 und 
y > P gehen. Experimentell labt sich dies schwer priifen, da einerseits in 
dem fraglichen Bereich die Strahlstr6me kaum mebbar sind und andererseits 
die Beobachtung des Leuchtschirms insofern tiiuscht, als ein Leuchtfleck 
mit glockenformiger Intensititsverteilung beim Vermindern seiner Gesamt- 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 115. 36 
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intensitiét auch dann kleiner zu werden scheint, wenn die Breite der Glockey- 
kurve konstant bleibt. 

Nach (20) ist « allein bestimmt durch die GréBe des emittierende) 
Gebietes (r,,) und die Brennweite f,,. Unter Beriicksichtigung der im vorigey, 
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Fig. 10. Polardarstellung der Stromverteilung I 
bei J = 300 uA Strahistrom (entspricht dem 
iiblichen Lichtstirkediagramm); vgl. Fig. 94. | 


200- 





100+ 


Fig. lla undb. Abhingigkeit des Strahléffnungs- 

winkels y {s. FuBnote auf 8. 547) (a) und des Strahl- 

stromes J (b) von der Steuerspannung bei ver- 0 

schieden starker Heizung der Kathode. U = 4kV; 90 
la 1,1 mm; /¢ = 1,1 mm; Oxydkathode. 














Abschuitt besprochenen Abhangigkeiten fir /,, kann also aus dem Otfnungs- 
winkel unmittelbar auf die GréBe des emittierenden Gebietes der Kathode 
geschlossen werden. Die Ubereinstimmung der so ermittelten GriBe des 
Emissionsgebietes mit der tatsaichlichen GréBe der Kathodenfliiche ist, wie 
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schon oben (8.542) gezeigt wurde, befriedigend. Das in Fig. 114) dargestellte 
MeBergebnis bringt den Nachweis, dab der Offnungswinkel y, wie aus dem 
oben (S. 583) besprochenen Zusammenhang mit der Grébe des Kathoden- 
vebietes zu erwarten ist, nur wenig von der Temperatur der Kathode ab- 
hingt. Da sich der Emissionsstrom dagegen stark mit der Temperatur 
indert (Fig. 11b), hat es sich als zweckmnibig erwiesen, den Offnangswinkel 
nicht iber dem Strahlstrom, sondern iiber der Steuerspannung aufzutragen, 
um aus den gemessenen Offnungswinkeln auf die Veriinderungen des Ka- 


thodengebietes schlieBen zu kénnen. 


8-10“ 














0 10 20 30 40 $0 60 70 80 90 j00V 
— > Uy Usp 
Fig. 12. Strahliéffnungswinkel ') in Abhingigkeit von der Steuerspannung fiir verschiedene 
Abstinde /, (Kathode-Steuerelektrode); Beschleunigungsspannung U = 4 kV. 


ly 13 mm, J S.«« SO mA, 
Ll}. 11 mm, J 0.2... 375 eA, 
lp O85mm, J O04... 550 uA, 
lp = 065mm, J = 0,1... 350 aA. 


Fig. 12 zeigt die Abhingigkeit des Offnungswinkels von der Steuer- 
spannung bei verschiedenen Abstinden zwischen Kathode und Steuer- 
elektrode (l,). Fig. 18 gibt den Einflu& der Anodenspannung U auf den 
Offnungswinkel wieder. 

Die Verkleinerung des Offnungswinkels mit kleiner werdendem Abstand 
Kathode—Steuerelektrode (Fig. 12) und mit wachsender Anodenspannung 
(Fig. 18) ist darauf zuriickzufiihren, daB infolge wachsender Feldstirke vor 
der Kathode das fiir die Emission eines bestimmten Stromes notwendige 
(rebiet auf der Kathode kleiner wird. Bei konstant gehaltenem Strom wird 
also das emittierende Kathodengebiet bei Erhéhung der Feldstiirke solange 
kleiner werden, bis Sittigung eintritt. Bei Verminderung des Abstandes |, 
zwischen Kathode und Steuerelektrode (bei konstantem Strahlstrom!) 
wirkt dieser Verkleinerung von y die VergréBerung entgegen, die durch die 
Verkleinerung der Brennweite [vgl. Fig. 8 und Gleichung (20)] hervorgerufen 


') Die in den Fig. 11 bis 15 aufgetragenen Werte fiir 7 sind nicht aus Ver- 
teilungskurven ermittelt (vgl. Fig. 9), sondern visuell auf einem in mm geteilten 
Leuchtschirm gemessen. Uber die Steuerspannung U,, — U,, vgl. S. 542. 


u 





548 J. Dosse, 


wird. Da bei groBem Abstand 1, dieVerainderung des Kathodengebietes und 


bei kleinem Abstand /, die Veriainderung der Brennweite tiberwiegt | vgl. 
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Fig. 13. Abhingigkeit des Strahléffnungswinkels (s. Fub- 
note a. S. 547) von der Steuerspannung bei verschiedenen 
Beschleunigungsspannungen U. 

U 2kV, I 8 . 220 wA, 

U = 4kV, J=0,1 ...Z1S mA, 

U 6 kV, I 9 . . BOO WA, 

U SkV, I O44... 320uA, 





l3=6mm (9=2mm 
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Fig. 14. Abhiingigkeit des Strahléffnungswinkels }; 

(s. FuBnote a. 8S. 547) und der Steuerelektrodenspannung 

Uy vom Abstand /p (Kathode-Steuerelektrode) fiir ver- 
schiedene Abstiinde /q. 


Formel (20) |], ergibt sich ein 
kleinster Wert fiir den 
Offnungswinkel. Fig. 141) 
zeigt den Verlauf des 
Offnungswinkels mit — L,. 
in der Umgebung dieses 
Kleinstwertes bel = zwei 
verschiedenen Abstiinden /, 
zwischen Anode und Steuer- 
elektrode (J = const). Wie 
man sieht, liegt bei klei- 
nerem Abstand |, infolge 
der héheren Feldstirke der 
Kleinstwert von y schon bei 
etwas gréBerem Abstand /,. 
In Ubereinstimmung hier- 
mit steht auch das Ergeb- 
nis, das in Fig. 15 dar- 
gestellt ist: Bei wachsen- 
der Anodenspannung ver- 
schiebt sich ebenfalls in- 
folge der sich erhéhenden 
Feldstiirke die Lage des 
Kleinstwertes von y= zu 
gréberen 1,-Werten. 

Da infolge der mit 
kleiner  werdendem = /, 


') Vel. E. Schwartz. 
ZS. f. techn. Phys. 19, 454, 
19388 und EK. Schwartz, 
H. Striibig und H. W. 
Paehr, ZS. d. Fernseh A. G. 
1, 5, 1938, Heft 1; dort 
wird auch die Verkleinerung 
des Offnungswinkels mit 
kleiner werdendem Abstand 
zwischen Kathode und Weh- 
nelt-Zylinder _ festgestellt; 
ein Kleinstwert ist offenbar 
nicht gefunden worden. 
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wachsenden Feldstirke die Steuersteilheit des KElektronenstrahlers rasch 
fillt1), ist man bei Fernsehempfangsréhren in der Regel gendétigt, mit 
































Abstiinden J, zu arbeiten, 6-10"? 
die ziemlich weit rechts 
vom giinstigsten Wert 5+ 
(Fig. 14 und 15) liegen. 
y) Der Richtstrahlwert. 5 
Mit der Elektrodenan- 3 }—— 4 
ordnung Fig. 6 wurde bei 7 
Einstellung der Kathode [? 
auf den Kleinstwert des 7 +—_——__1- 
Strahloffnungswinkels der 
Richtstrahlwert bestimint. "9 





Bei U = 4 kV Anoden- 
spannung, J = 100 pA 
Strahlstrom wurde der 1000— 
Brennfleckhalbmesser = zu y 

















rp, = 0,045 mm und der 800|———+ 1 
Strahl6ffnungswinkel = zu | 
ay = 3-102 gemessen. —— | -—- 7 
Damit wird nach = (21) “Uy . 

R = 550 A/em?. i. ae — 
Die Kathodentemperatur 200} | okV | 
betrug hierbei — nach | | BkV | 
pyrometrischer Messung 0 | | ao) 

0 Q5 7 15 2 25mm 


T = 2500° K. Hierzu findet 
man aus ‘Tafeln?) eine 

9s —— . Fig. 15a und b. Abhiingigkeit des StrahlOffnungswinkels ; 
hdchste Emissionsdichte [s. FuBnote a. 8. 547] (a) und der Steuerelektrodenspannung 
Uw (b) vom Abstand /p (Kathode-Steuerelektrode) fiir ver- 


. =. —_ i al 
von | bis 1,5 A/jem » BO dats schiedene Beschleunigungsspannungen U; / 100 WA const. 


man auf Grund der glocken- 

formigen Verteilungskurve (Fig. 9) fiir die mittlere Kathodenstromdichte 7 ,.,, 

etwa 0,4 A /em?anzusetzen hat. Mit In— = 3 berechnet sich also der theoretisch 
p 


erreichbare Richtstrahlwert nach (22), 8. 535 zu 
R,, = 800 A/em?. 


1) Vgl. hierzu auch E. Schwartz, ZS. f. techn. Phys. 19, 454, 1938. 
— *) Z. B. Espe-Knoll, Werkstoffkunde der Hochvakuumtechnik, 5. 258, 
Abb. 272. Berlin, Jul. Springer, 1936. 
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Wie man sieht, stimmt dieser Wert mit dem gemessenen FR in der GréBen- 
ordnung iiberein, d.h. eine wesentliche Verbesserung dieses Elektronen- 
strahlers hinsichtlich seiner Richtstrahlwirkung wire durch Verinderung 
der Geometrie kaum zu erreichen. Hierbei sind jedoch zu _ beriicksichtigen 
einerseits Streuungen in der Messung von r, und «, die beide quadratisch 
in R eingehen, andererseits Ungenauigkeiten in der Bestimmung der Ka- 
thodentemperatur 7',, die wegen der starken Abhingigkeit der Emissions- 
dichte von 7, den Wert von R,, verhaltnismiBig unsicher machen. Weitere, 
genauere Messungen sind erforderlich, um bessere Vergleichsméglichkeiten 
zwischen verschiedenen Elektronenstrahlern hinsichtlich des Richtstrahl- 


wertes zu geben. 


Nach dem Vorangegangenen ist zu vermuten, daB der Richtstrahlwert 
beim Verkleinern des Abstandes /, zwischen Kathode und Steuerelektrode 
immer weiter steigt bis zur Erreichung der Sittigung auf der Kathode 
[vgl. Gleichung (22)], also in der Regel auch tiber den Wert hinaus, bei dem 
der Strahloffnungswinkel seinen kleinsten Wert hat. Unter praktischen Ver- 
haltnissen scheint es aber meist so zu sein, dab gréBere Teilgebiete der 
Emissionsfliche sich schon merklich im Sittigungszustand befinden, wenn 
der Kleinstwert des Strahl6ffnungswinkels erreicht wird. 


Ks ist noch zu bemerken, dab die bisher nicht erérterte Verainderung 
der Bohrungen in Steuerelektrode und Anode nichts grundsitzlich Neues 
bringt. So hat z. B. die VergréBerung des Steuerelektrodenloches ein 
stiirkeres Durchgreifen des Feldes zur Kathode hin zur Folge. Damit wird 
1. das Feld linger, also f, und r,, gréBer, 2. die Emissionsdichte hoher, so 
da®B bei gleichem Strom y sinkt und der Richtstrahlwert steigt. Wenn die 
Bohrungen im Vergleich zu den Abmessungen der Kathodenfliche und der 
Feldliinge so klein werden, daB merkliche Linsenfehler (Offnungsfehler) auf- 
treten, wird die Richtstrahlwirkung bei gleicher Emissionsdichte auf der 
Kathode schlechter, weil sich statt des Brennflecks eine Kaustik ausbildet 
und deren (gréBerer) Querschnitt als strahlende Fliche wirkt. Die gleiche 
Erscheinung tritt bei stark positiver Steuerelektrode, doh. bei groBbem 
Emissionsgebiet und hohem Strahlstrom auf und konnte durch Abbilden der 
Strahlquerschnitte vor und hinter dem Brennfleck mit dem Strahlmeb- 


geriit verfolet werden. 


5. Anhang. Zur Theorie des Elektronenstrahlers. 


a) Die Geschwindigkeitsverteilung der Elektronen. Die Wahrscheinlich- 
keit fiir das Auftreten einer Geschwindigkeit, die zwischen v und 
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oe —— a a ee 
v+ dv (ve = v5 + vy + 0;) liegt, ist?) 


(vee 2) 


dW=(C,-e \ w? -dv,-dv,-dv, (1) 


(w ist die wahrscheinlichste Geschwindigkeit; C,, wie im folgenden auch 
Cy ...C4, ein zur Normierung dienender Wert). Abgesehen von C, stellt 
die e-Funktion die Wahrscheinlichkeits,,dichte* 
,,Raum‘‘element des Geschwindigkeitsraumes mit den Koordinaten v,v,v; 
dar. dW ist gleichbedeutend mit dem Bruchteil dn der Elektronen mit 


und dv,dvr,dv, das 


Geschwindigkeiten zwischen v und v + dv. 


Betrachtet man alle die Elektronen, die von einem kleimen Kathoden- 
bereich auf der Achse (: = 0; r = 0) mit den Geschwindigkeitsanteilen 0, 


senkrecht zur z-Achse und v, parallel zu ) 
° . V, 
dieser Achse ausgehen, so findet man deren J 


Anzahl (unter Verwendung von Zylinder- 
koordinaten) als Produkt aus der Wahr- 





scheinlichkeitsdichte 


und dem Raumelement 





220,dr,-dv,, (2b) 
. : 7 7 al . Fig. 16. Raumelement des Geschwin- 
in dem die gleiche Wahrscheinlichkeits- digkeitsraumes mit der Wahrschein- 
: T: lichkeitsdichte nach Gleichung (2a) 
. > € ». » 7.) i’ ‘ ‘ . 
dichte nach (2a) herrscht (Fig. 16), also: ae dee DAdiieiihiy: Auiiieiahin wom 
tr und r;. 
v2 3 
x " oe 
' 2 r 3 
dn(v,; v,) = Co-e © d()-¢ “ d(=). (3) 
Ww Ww, 


Durch Vervielfachen mit der Gesamtelektronenzahl je Raumeinheit No 
und der Elektronenladung ¢ erhilt man die zugehérige Raumladungsdichte, 
und durch Vervielfachen mit der Geschwindigkeit v,, mit der diese Raum- 
ladung sich in der Achsenrichtung bewegt, ‘en Stromanteil des betrachteten 


Geschwindigkeitsbereiches nach (3): 


v2 . r? 
mae — ./, 
17 (v,30,) = NoeCo-e i(*), ea(— U,. (4 
‘ 1( 2) 0 2°¢ We ¢ ~ z ) 


Seo 


!) Vgl. z. B. Knoll-Ollendorff-Rompe, Gasentladungstabellen, 5. 25, 
Ziffer e 6). 
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Die Summierung tiber alle Geschwindigkeiten v, von 0... o gibt den ge- 
samten Strombeitrag des Geschwindigkeitsbereiches v, bis v, + dv, 


Up 3 
° ai a2 Vp ~ 
dj(v,) = Cge “-d{—). (5) 
w2 
Die Einfihrung der Anlaufspannungen fiir die Geschwindigkeiten nach 
m 4 eo... r 
a ie é-U, und z= eU,=kT (k = Boltzmannsche Konstante) 
i 
ergibt . 
U, 
Ur U, 
dj(U,) = Cy-e .d 5): (6) 
Ur 

Diese Beziehung gilt nun auch fiir die Elementarbiindel, die von anderen 
achsennahen Punkten der Kathodenfliche kommen, wenn man unter r die 
Entfernung vom jeweiligen Hauptstrahl (HS, Fig. 1c) versteht, m.a. W. 
den Hauptstrahl als (gekriimmte) z-Achse ansieht. Um dies zu beweisen, 
genigt es offenbar zu zeigen, dab entsprechende (homologe) Strahlen ver- 
schiedener Elementarbiindel an gleichen Potentialflichen die gleiche Ande- 
rung ihres Winkels gegen ihren Hauptstrahl erfahren. Dies ist nun in der 
hier giltigen Voraussetzung enthalten, daB es sich um achsennahe, flache 
Strahlen handeln soll, auf die das Potentialfeld als fehlerfreie Linse wirkt. 
Um das einzusehen, betrachten wir die Ablenkung eines Strahls, der auf eine 
Potentialfliche unter dem Winkel 6 gegen die Flichennormale auftrifft 
(Fig. 17). Ersetzen wir die Potentialflache in der iiblichen Weise durch eine 
Doppelfliche, die zwei Gebiete mit etwas verschiedenen Brechungszahlen 
nund n+ dn voneinander trennt, so gilt fir die Anderung des Winkels 6 


dn - 


dé = — 0. (7) 


n 
Nahert man die Potentialfliche durch eine Kugelfliche an, was nach der 
obigen Voraussetzung ebenfalls in der Umgebung der Achse zuliissig ist, so 
wird fiir achsennahe Punkte auf einer Potentialfliche die Neigung der 
Flichennormalen proportional dem Achsenabstand. Treffen zwei Strahlen 
eines Elementarbiindels, beispielsweise der Hauptstrahl und ein Randstrahl., 
unter den Einfallswinkeln 6 und ¢ (Fig. 18) auf die brechende Fliache, so 
werden sie um die Winkel dé und de abgelenkt. Ist # (Fig. 18) der Winkel 
zwischen den beiden Strahlen vor der Ablenkung, so gilt fiir die Anderung dd 


dieses Winkels nach (7) 


d? =de—dd = aint ee 





i 
ye 
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Bezeichnet 2 den Winkel zwischen den beiden Hinfallsloten. so entnimmt 





man aus Fig. 18 







so dab 







wird. Fiir entsprechende Strahlen anderer Elementarbiindel haben # und 2 
aber die gleichen Werte: 3, weil es homologe Strahlen sind: 2, weil die 





tes 


















Fig. 17. Zur Brechung eines Elektronen- Fig. 18. Brechung zweier Strahlen eines 
strahls an einer Doppel- (Potential-) fliche. Elementarbiindels an einer Doppelfliche. 









Neigung der Flichennormalen gegen die Achse proportional dem Achsen- 
abstand ist. d#, die Winkelinderung zwischen zwei beliebigen Strahlen, ist 
also, wie behauptet, fiir alle Elementarbiindel an der gleichen Potential- 
fliche dieselbe. 

In unmittelbarer Nahe der Kathode sind die Randstrahlen des Ele- 
mentarbiindels allerdings nicht flach. Dafiir ist aber das Potentialfeld dort 
nahezu homogen, so dab die oben gezogene Folgerung trotzdem richtig 
bleibt. 

b) Der Helmholtzsche Satz. In der Optik gilt bekanntlich der Helm- 
holtzsche Satz (hiufig auch als Abbesches sin-Gesetz bezeichnet): 










Ny, Th SIH = Np" Tp sin (Sa) 









(n Brechungszahlen, r Achsenabstand des Ding- bzw. Bildpunktes, x und 
B Apertur = halber Offnungswinkel der Elementarbiindel im Ding- bzw. 
Bildpunkt; vgl. Fig. 1a und 1b). 

Aus Fig. la liest man ferner die fiir die kleinen Winkel giiltige Be- 






ziehung ab (tg = Winkel): 






"P — "B (8b) 


Bow 
Wendet man die Beziehungen (8a) und (8b) auf die besonderen Ver- 
hiltnisse an, die bei den Elektronenstrahlern vorliegen (Fig. 1b), indem man 
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die Beschleunigungsspannung U und die Austrittsspannung Up < U der 
Elektronen an Stelle der Brechungszahlen n, bzw. n, einfiihrt, den Off- 
nungswinkel x = 2/2 annimmt und den kleinen Winkel f = sin f setzt, so 
kann man schreiben 


rp a = rp B= Te (9) 


und erhilt den Offnungswinkel § des Elementarbiindels im Bildpunkt 








Uo tr; 
= V5.2. 10) 
p U TR ( } 


Mit der aus Fig. le abzulesenden Beziehung 


Dueck (11) 


“B 
die fiir achsennahe, flache Strahlen unter der Annahme gilt, dab die 
Brechungszahlen bzw. die Potentiale in der bildseitigen Brennebene und in 
der Bildebene selbst nicht wesentlich voneinander verschieden sind, und mit 


einer aus der Optik bekannten Formel fiir die VergréSerung 





, 'B <BR . 
V = — = — (vgl. Fig. 1b) (12) 
ly fe 
~ ~ 2 
. - a ee o lp 

erhalt man fiir das Verhaltnis Ti den Ausdruck 7? 72 , oder wenn Wir rp 

/ / — 

; Bb 


als verinderlich mit Ug kennzeichnen, indem wir r statt r,, schreiben, 


U, 
U fe 
Diese Beziehung gibt also die Abhaingigkeit des Achsenabstandes r in der 
bildseitigen Brennebene (Ff, vgl. Fig. 1b) von der Anfangsgeschwindig- 
keit Up der Elektronen wieder. 

c) Stromdichteverteilung und Gréfe des Brennflecks. Die Austritts- 
spannung Up zerlegen wir in ihre beiden Anteile in und senkrecht zur Achsen- 


richtung 2 

Ue = U, + U, (14) 
und rechnen — entsprechend der oben [Gleichung (5)] durchgefiihrten 
Integration iiber vr, — mit eimem festen mittleren Wert fiir U,, so dab 


dU, = dU,. (15) 
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Setzt man (13) unter Beriicksichtigung von (14) und (15) in (6) ein, so kann 


man schreiben 





dj (r) = Cg-e” "dy, (16) 
U-r 16 
worin y= ——... 16a) 
Ur fe 


Den Gesamtstrom vom betrachteten Flachenelement dF der Kathode erhiilt 
man aus (16) durch Integration von 0 bis o (Normierung): 
Ce =}, ° AF. (16b) 


Damit wird aus (16) 





U 
U;-f3 

Diese Gleichung gilt — wieder unter der Annahme achsennaher und 
flacher Strahlen — fiir alle Flichenelemente der Kathode, wenn unter ), 
die jeweils zugehérige Stromdichte verstanden wird. Teilt man in (17) 
beiderseits durch die Fliche 22rdr, die dieser Stromanteil im Brennfleck 
durchsetzt, und summiert iiber die ganze Kathodenfliche, so erhalt man die 
Stromdichte 7 (r) in Abhingigkeit vom Achsenabstand r im Brennfleck 


dj(r) =j,-dF-e UT's Or dr, (17) 


; “i U-r? 
jy = S. 5 g°e Uris, (18) 
x Urfp 
I, ist der gesamte, von der Kathode ausgehende Strom. 
Unter dem ,,Halbmesser’* des Brennflecks schlechthin verstehen wir 
zweckmiabig den Wert r,,, bei dem die Stromdichte nur noch den Bruchteil p 
des Wertes in der Mitte betrigt (Fig. 2). 


[We . 1 
r= lr | < . In ? (19) 
kT T 


——-, [Gleichungen (20) bis (22), vgl. 5. 535. 
E 11600°/Volt | =" | 





mit U r= 


6. Zusammenfassung. 


1. Kinfithrend werden einige Grundbegriffe und -vorstellungen tber 
die Geometrie von Elektronenstrahlen erértert und die Forderungen nach 
einem kleinen Brennfleck und nach einem kleinen Strahl6ffnungswinkel be- 
handelt. Die beiden Forderungen widersprechen einander. Als Mab fiir die 
Giite eines Klektronenstrahlers kann der Richtstrahlwert angegeben werden, 
ein Wert, der den Strahlstrom je Eimheit der Brennfleckfliche und des 
Raumwinkels angibt und optisch der Leuchtdichte entspricht. 
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2. Aus der Maxwell-Verteilung der Elektronengeschwindigkeiten abt 
sich die Stromverteilung im Brennfleck berechnen. Weiterhin laBt sich unter 
Benutzung einiger aus der Optik bekannter Begriffe und Formeln — wie 
im Anhang niher gezeigt wird — die GréBe des Brennflecks und des Strahl- 
Offnungswinkels in Zusammenhang mit den geometrischen und elektrischen 
Daten des Elektronenstrahlers bringen. 

3. Nach einer Betrachtung der Verfahren, die zur experimentellen 
Untersuchung der Stromverteilung in Elektronenstrahlbiindeln — bisher 
benutzt wurden, wird ein zur Untersuchung von Elektronenstrahlern ent- 
wickeltes Strahlmebgerit beschrieben. 

4. Die Untersuchungen mit dem StrahlmeBgerit ergaben im wesent- 
lichen eine Bestitigung der eingangs entwickelten Vorstellungen und der 
theoretischen Beziehungen. Ein eindeutiger Zusammenhang zwischen 
Brennfleckgrébe und Kathodentemperatur konnte experimentell noch nicht 
nachgewiesen werden. Soweit MeBergebnisse von anderer Seite verdffentlicht 
sind, besteht auch mit diesen grundsitzliche Ubereinstimmung. 

5. Der Vergleich eines mit dem StrahlmeBgerat gefundenen Richtstrahl- 
wertes eines ausgefiihrten Elektronenstrahlers mit dem theoretisch erreich- 
baren zeigt Ubereinstimmung in der GréBenordnung, was dahin zu deuten 
ist, dai bei dem untersuchten Elektronenstrahler die Kathode gut aus- 
genutzt ist und eine wesentliche Steigerung des Richtstrahlwertes nur noch 
durch Steigerung der Emissionsdichte auf der Kathode oder Erhéhung der 


Beschleunigungsspannung moglich ist. 


Nachtrag bei der Korrektur. Eine inzwischen erschienene Arbeit von 
W. ReuBe und N. Ripper, TFT. 29, 68, 1940, H. 3, die sich mit dem EinfluB 
der Raumladung im Strahl auf die GréBe des Elektronenbildes des Brennflecks 
bzw. einer in dessen Nihe (Anode) angebrachten Blende beschaftigt, stellt 
eine sehr schéne Erginzung zu der vorliegenden Arbeit dar. Die dort gezeigten 
Kurven fiir den Zusammenhang zwischen LeuchtfleckgréBe auf dem Schirm 
und Strahlstrom haben einen grundsitzlich gleichen Verlauf, wie er Fig. 7 
und 8 der vorliegenden Arbeit entspricht. Da dies auch fiir Stromstarken- 
bereiche (unter 0,2 pA bei 4kV; vgl. ReuBe-Ripper, a. a.O., Abb. 12) der 
Fall ist, in denen die Raumladungswirkung nach der Theorie um mehr als eine 
Zehnerpotenz unter der MeBSfehlergrenze bleiben muB, liegt die Vermutung nahe, 
daB die abgebildete Blende nicht als reine Gesichtsfeldblende, sondern z. T. 
auch als Aperturblende gewirkt hat. Andererseits kann auch die dort verwendete 
Aperturblende teilweise als Gesichtsfeldblende wirken: Infolge der Schlankheit 
der Elementarbiindel bei Elektronenstrahlen hat man eine sichere Gewahr 
fiir eine reine Aperturblendenwirkung nur im bildseitigen Brennpunkt der Linse 
(vgl. Fig. 1b und e¢ der vorliegenden Arbeit). Wie mir Herr Dr. Ripper freund- 
licherweise mitteilte, haben die Verfasser inawischen diesbeziigliche Beob- 
achtungen gemacht und werden auf diese Zusammenhange in einer demnachst 
erscheinenden Arbeit zuriickkommen. 
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Zur Messung des Potentialgradienten und der Raum- 
ladung in der freien Atmosphare‘*). 


Von W. Mecklenburg und P. Lautner. 
Mit 15 Abbildungen. (Eingegangen am 1. Marz 1940.) 


Zur Messung des Potentialgradienten in der freien Atmosphire wird ein be- 
sonders kleines und stabiles Elektrometer-Registriergerit entwickelt. Dieses 
Gerait wird vom Flugzeug aus mit Fallschirm abgeworfen, oder im Segelflugzeug 
mitgenommen. Die bisherigen Messungen, die bis 3000 m Hohe gehen, liefern 
den Potentialgradienten als Funktion der Héhe, und damit auch die Raum- 
ladungsschichtung in der durchfallenen Luftsiule. Potentialgradient und 
Raumladung hingen stark von der jeweiligen Wetterlage ab. 


I. Einleitung. 


Unsere Kenntnisse iiber den luftelektrischen Zustand der freien Atmo- 
sphire verdanken wir nur wenigen Messungen bei Ballonaufstiegen. In 
neuerer Zeit haben Wigand und Schlomka!) Motorflugzeuge auf die 
Eignung fiir Messungen des Potentialgradienten untersucht. Es zeigte sich, 
dab das Flugzeug durch die Auspuffgase sehr stark aufgeladen wird und 
daB die Eigenladung von der Drehzahl des Motors abhingig ist. Luft- 
elektrische Gradientenmessungen in der Nahe des Motorflugzeuges sind 
also nicht méglich, da man die Ergebnisse nicht auf das ungestérte Feld 


reduzieren kann. 


Zur Messung von Gewitterfeldern haben Simpson und Scrace ®) 
eine einfache Registriereinrichtung entwickelt. Der luftelektrische Strom 
aus einer Spitze fiirbt ein Polpapier und registriert so das Vorzeichen des 
Gradienten. Aus der Starke der Aufzeichnung kann man auf den ungefiaihren 
Wert der elektrischen Feldstarke schlieben. Eigene Versuche zeigten, dab 
diese Methode zur Messung des normalen Potentialgradienten nicht geeignet 





*) D28 von W. Mecklenburg. 
') A. Wigand u. T. Schlomka, Ann. d. Phys. 75, 279, 1924. — 
*) G. Simpson uv. I. J. Secrace, Proc. Roy. Soc. London (A) 161, 309, 1937. 
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ist, da sie erst bei sehr hohen Feldstarken anspricht. Auberdem ist die 
MeBgenauigkeit bei dieser Methode auBerst gering. 

Der eine von uns hat sich schon seit langer Zeit mit dem Problem der 
Gradientenmessung in der Atmosphire!) beschiaftigt, und auch bereits 
Versuche mit einem Fallschirm-Registriergerit?) ausgefiihrt, und die Ver- 
wendung von Segelflugzeugen fir Registrierzwecke erwogen. Diese Versuche, 
die damals umstiandehalber nicht weiter verfolgt werden konnten, werden 
in der vorliegenden Arbeit wieder aufgenommen und zum Ziel gefiihrt. 
Der itblichen MeBmethodik folgend, wird hierbei die Spannungsdifferenz 
zwischen zwei radioaktiven ,,Sonden‘ gemessen, die in kurzem Abstand 
senkrecht untereinander liegen. Diese Spannungsdifferenz als Funktion der 
Hohe gibt dann den Verlauf des Potentialgradienten, und durch Differen- 
zieren dieser Kurve gewinnt man die Raumladung in der durchfallenen 
Luftsiule. Das Fallschirmgerit, und in geringerem Mabe auch die Re- 
gistrierung im Segelflugzeug, haben gegeniiber den Messungen bei Ballon- 
fliigen®) den Vorteil des geringen Zeitbedarfs fiir die emmalige Ausmessung, 
sowie der Méglichkeit, mehrere Abwiirfe kurzfristig hintereinander aus- 
zufithren und damit auch zeitliche Schwankungen in der Raumladung 
an einem gegebenen Ort zu erfassen, oder durch Reihenabwiirfe iiber 
einem weiteren Gebiet Vertikalschnitte zu legen. 


II. Das Versuchsgerat. 


Soll ein Gerdt fiir Messungen durch Fallschirmabwurf geeignet sein, 
so ist ein stabiler Aufbau Voraussetzung. Man kann sich leicht davon iiber- 
zeugen, daB besonders bei der Landung des Fallschirms hohe Beschleuni- 
gungen auftreten, die nur bis zu einem gewissen Grade durch federnde 
Aufhiingung der Apparatur gedimpft werden kénnen. Bei einer Sink- 
geschwindigkeit von 5 m/see ergibt sich die Landebeschleunigung aus 
b = v2/2a zu etwa 200 m/sec?, wenn ein Federweg von a = 7 em zu- 
gelassen wird. 

Als Versuchsgerit wurde zuniichst die kleine Lutz-Kdelmannsche 
Registriereinrichtung*) benutzt, die auf stabiler Grundplatte mdglichst 
gedringt montiert wurde. Trotzdem hatte das Gerit die stattliche GréBe 
von 68 x 11 x 15 em und ein Gewicht von 12,5 kg. Das Elektrometer wurde 
in idiostatischer Schaltung benutzt, so da®B nur eine Schneide isoliert aus 





‘) P. Lautner, Deutsch. meteor. Jahrb. f. Bayern, 1928, Die luftelek- 
trischen Verhaltnisse auf dem Zugspitzgipfel. — *) P. Lautner, Erfahrungs- 
berichte des deutschen Flugwetterdienstes, 7. Foige, 1933. — *%) F. Linke, 
Géttinger Abhandlungen 3, 1904. — *) C. W. Lutz, Phys. ZS. 24, 166, 1923. 
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dem Gerat herausgefithrt zu werden brauchte und mit der herabhingenden 


Sonde verbunden war. 


Die zweite Sonde wurde am Gehiiuse befestigt. 


Als Ausgleichsvorrichtung wurden Radiothorsonden (Fig. 1) benutzt. 
Die Metallplatte (P) ist mit 1/o mg Radiothor belegt. Der Sondenleitwert 


ergibt sich aus: 
5 1 
A ae C-—-: 
dt Vo—V 


Amp/Volt 4), 


wenn (' die Kapazitit des Systems, Vg das Ausgleichspotential und V das 


Potential zur Zeit t bedeutet. Durch Integration dieser Gleichung erhalt man, 


wenn ¢, die Zeit bis zum Erreichen des halben 
Ausgleichspotentials ist, fiir den Sondenleit- 
wert: A = 0,693. C'/t, Amp./Volt. Der scheinbare 
Widerstand des Systems ist dann: R = 1/A. 
Fiir eine Windgeschwindigkeit von etwa 3 m/sec 
und eine Kapazitaét von 48 pF wurden die hier 





| Frisch mit RaTh 
| belegte Sonde 


17 Monate nach Belegung 


t, 1,9 5,3 Sekunden 
A 1,6-10-"4 0,56 - 10-"' Amp./Volt 
R 6,3 - 10° 18-10°° Ohm 


stehenden Werte ermittelt. Der Leitwert klingt 
demnach etwas schneller ab, als der Halbwert- 
zeit des Priparats (= 1,9 a) entspricht, was sich 
durch die bei den Abwirfen 
Verschmutzungen erkliren labt. 
Fir die Héhenregistrierung muBbte eigens ein 
Barograph entwickelt werden, da die iiblichen Sy- 
steme fiir die starke mechanische Beanspruchung 
bei der Landung nicht geeignet waren. Die 
Aneroidkapseln wirken hierbei direkt auf eime 
zwischen Schneiden gelagerte Blattfeder, die 
in den Strahlengang des optischen Systems 
den Zeitmarkenregistrie- 


unvermeidbaren 


hineinragt und bei 
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P= Metallplatte. Ra Th = Radio- 
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Fig.2. Das Edelmannsche 
Gerit im Schutzrahmen. 


rungen als Schatten auf dem photographischen Papier abgebildet wird. Trotz 
der Kleinheit dieses Systems — etwa 3x 46 cm — konnte eime aus- 


reichende Genauigkeit der Héhenregistrierung von 5 


1) A. Wigand, J. Schubert, E. Frankenberger, ZS. f. Geophys. 6, 
Heft 3/4. 


50 m erreicht werden. 
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Das ganze Gerit wurde endlich zwecks Dimpfung des Landestobes in 
einen geschweibten Eisenrohrrahmen mit zw6lf Spiralfedern eingehangt 


(Fig. 2 a.v.S.). 


III. Fehlerquellen. 


Bei der Auswertung der durch Fallschirmabwurf gewonnenen Re- 
gistrierungen sind verschiedene Fehlermoéglichkeiten zu beriicksichtigen: 

1. Der Isolationswiderstand. Durch sorgfaltigste Kapselung der Isola- 
toren und Verwendung von ausschlieBlich Bernsteinisolatoren konnte der 
Isolationswiderstand auch bei 100% relativer Luftfeuchtigkeit ohne weitere 
Trocknungseinrichtungen fiir die Dauer der Registrierungen stets auf tiber 
1013 Ohm gehalten werden, so dab der Isolationsverlust immer kleiner 
als 1°, war. 

2. Die Trégheit des Systems ist durch die relativ grobe Aufladezeit der 
Sonden bedingt. Ist diese ¢ Sekunden, so ist das Gerat in dieser Zeit um 
t-v gefallen, wenn v die Sinkgeschwindigkeit ist. Es tritt also ein Nach- 
hinken der Registrierung ein. Bei kurzzeitigen Schwankungen des Potential- 
gradienten wird hierbei eine um so stirkere Verflachung der Kurve ein- 
treten, je kleiner das Verhiltnis der Aufladegeschwindigkeit zur zeitlichen 
Anderung der Schwankungen ist. Bei den Registrierungen zeigte sich, dab 
dieser Fehler bei normalen luftelektrischen Feldern nicht beriicksichtigt 
zu werden braucht, da er unter der Mebgenauigkeit liegt. 


3. Die Pendelschwingungen. Der Fallschirm mit der herabhingenden 
Sonde fiihrt Pendelschwingungen aus. Die Schwingungsdauer wurde zu 
etwa 10 Sekunden bestimmt, wobei die Sonde ungefahr bis zu 30° aus der 
Vertikalen herausschwang. Der senkrechte Sondenabstand schwankt 
infolgedessen etwa um 20°). Durch das Nachhinken des Systems werden 
aber weder die Héchst- noch die Tiefstwerte der in Sondenhodhe herrschenden 
Potentialdifferenzen registriert werden. Der aufgezeichnete Potentialwert 
pendelt vielmehr um einen Mittelwert, der bei den beobachteten Schwin- 
gungen etwa 90°, der Potentialdifferenz bei lotrecht hangender Sonde 
betrigt. Bei der Auswertung der registrierten Kurve muBte also der Mittel- 
wert der aufgezeichneten Schwingungen mit dem Faktor /, = 1,1 auf den 


wahren Wert reduziert werden. 


4. Die Felddeformation durch das Abwurfgerit wurde nach Hoffmann!) 
im kiinstlichen elektrischen Feld bestimmt. Zwischen zwei senkrecht 
iibereinander angeordneten Drahtnetzen wurde durch Anlegen einer 


1) K. Hoffmann, Diss. Miinchen 1911. 
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Spannungsdifferenz ein kiimstliches elektrisches Feld erzeugt, in dem der 
Verlauf der Potentiallinien um ein Modell des Abwurfgeriites durch Abtasten 
mit cinem Wasserspritzkollektor bestimmt wurde. Es ergaben sich so fiir 


verschiedene Sondenabstiinde folgende Reduktionsfaktoren (fa): 





Sondenabstand in m 2,0 1.5 1,0 0.75 0,60 
Versuchsgeriit f, ..... 1,00 1,05 1,10 
Hauptgeriitt f/f, ...... 1,00 1,10 1,18 1,36 1,90 


5. Die Hlektrometerempfindlichkeit. Fiw die Angabe der Genanigkeit 
der MeBergebnisse ist schlieblich noch die Ablesegenauigkeit des Elektro- 
meters ausschlaggebend. Durch Benutzung eines Schneidenhilfspotentials 
wurde die Empfindlichkeit so weit gesteigert, dali der maximale Gesamt- 


fehler etwa — 5% betriigt. 


IV. Ergebnisse der Versuchsalwiirfe. 


Die ersten Abwiirfe wurden am 23. November 1988 in der Nahe von 


Krépelin durehgefiihrt. Es herrsehte wolkenloses heiteres Wetter. Der 














Fig.3. Registrierte Potentialkurve vom 23. 11. 38, 10h, 


Luftdruck betrug 746 mm, die Bodentemperatur 6°C. Bis zu emer Hohe 
von 3200m wurde eine mittlere Windgeschwindigkeit von 9 m/sec bei 
WSW-licher Richtung gemessen. Mit einem Personenfallschirm wurde das 
Geriit aus einer Hohe von 3200 m abgeworfen. Es ergab sich die gewiinschte 
geringe Sinkgeschwindigkeit von etwa 3m/sec. Ein am gleichen Tage 
unternommener zweiter Abwurf aus 2200 m Hohe verlief ergebnislos, da 
der Fallschirm durch drehende und stark zunehmende Hoéhenwinde in die 
See getrieben wurde. Fig. 3 gibt einen Ausschnitt aus der an diesem Tage 
erhaltenen Registrierung wieder. Aus dieser Kurve wurde unter Benutzung 
der erwihnten Reduktionsfaktoren (f, und f,) der Potentialgradient in 
Volt /m als Funktion der Hohe ermittelt und aus der Tangentenrichtung der 
Gradientenkurve die Raumladungskurve gefunden (Fig. 4). Die Registrie- 
rung reicht nur von 1900 bis 2900 m: unter 1900 m war der Gradient gréBer 
als erwartet und iiberschritt den MeBbereich des Elektrometers. 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 115. 37 
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Trotz der Schénwetterlage an diesem Tage zeigt die Gradientenkurve einen 
unruhigen Verlauf. Zwischen 1900 und 2600 m ist nur eine sehr geringe Abnahme 
des Potentialgradienten mit zunehmender Hohe von 79 Volt /m auf 77 Volt /m 
zu beobachten. Zwischen 2600 und 2900 m liegt ein Gebiet mit starkerer Ab- 
nahme des Gradienten und unruhigerem Kurvenverlauf. Noch deutlicher 
priigen sich diese Gebiete in der Raumladungskurve aus. Wihrend die Raum- 

ladung zwischen 1900 und 2600 m 
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Fig. 4. Potentialgradient und Raumladung 
am 23.11.38, 102, 


wiirfe doch erkennen, dab dem 
Gerit noch verschiedene Miangel 
anhafteten. 

Zwei Abwiirfe am 19. Dezember erfolgten bei auberordentlich un- 
giinstiger Witterung. Es herrschte eine Bodentemperatur von — 15° C und 
in einer Hohe von 3000 m wurden — 30° C gemessen. Die Abwiirfe lieferten 
an diesem Tage keine Registrierungen. bn Februar 1939 wurden die Ver- 
suche mit dem gleichen negativen Ergebnis wiederholt. Auch die Abwiirfe 
am 26. April lieferten nur wenig zufriedenstellende Ergebnisse. Trotz 
Kontrolle des Geriites noch kurz vor dem Start des Flugzeuges war die 
Abbildung des Fadens sehr unscharf, so daB die Auswertung nur mit geringer 
Genauigkeit — bei dem ersten Abwurf (Fig. 5) mit —- 50°, bei dem zweiten 
Abwurf (Fig. 6) mit 


Es herrschte an diesem Tage heiteres woikenloses Wetter. Nur in 


- 25°, — modglich war. 


etwa 1200 bis 1600 m lag eine sehr schwach ausgepriigte Dunstschicht. Der 
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Luftdruck betrug 764 mm, die Bodentemperatur 9° C, es wehte ein W-Wind 
mit 7 bis 11 m/see. Beide Registrierungen zeigen einen ungewohnlichen 
Verlauf der Gradientenkurven. Zwischen 0 und 3000 m ist dV /dh nahezu 
konstant und die Raumladung schwankt nur wenig um den Wert Null. 
Die Registrierung gegen 133° Uhr zeigt eine etwas grébere Unruhe der 
Kurven und weist ungefihr den dreifachen Betrag des Gradienten der 
Registrierung gegen 12 Uhr auf. Bemerkenswert ist die Ausbildung der 
Raumladungsschichtung in 2200 m und in 2900 m, die bei dem zweiten Ab- 


wurf registriert wurde. 
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Fig.5. Registrierung vom 26. 4. 39, 12h. Fig. 6. Registrierung vom 26. 4. 39, 1330h, 


V. Das neue Alneurfgerat. 


Die bisherigen Versuchsabwiirfe lieferten wertvolle Hinweise fiir die 
Neukonstruktion eines geeigneten Registriergeriites: 

1. Die Abwiirfe verlangten einen déuBerst stabilen Aufbau der gesamten 
Apparatur; insbesondere mubte das abbildende Linsensystem starr mit 
dem Elektrometer verbunden werden, um eine scharfe Abbildung des 
Fadens auf alle Fille zu gewihrleisten. 

2. Der Belichtungsspielraum des photographischen Papiers erwies sich 
als zu gering. Schon bei schwacher Uberbelichtung wurde der als Schatten 
abgebildete Faden iiberstrahlt, wihrend bei schwiicherer Belichtung der 


schneller wandernde Faden nicht mehr registriert wurde. 


3. Die Abwiirfe am 19. Dezember veranlabten eine Untersuchung iiber 
die Brauchbarkeit von Trockenbatterien bei tiefen Temperaturen. Das Er- 
gebnis ist in Fig.7 wiedergegeben. Ks wurden zwei Batterietypen (1 und I1) 
untersucht und die Klemmspannung (V) elektrometrisch gemessen, 
sowie die Stromstiirke (J) bei 5 Ohm AuBenwiderstand bestimmt. Ks zeigte 


km, 
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sich, dab die Batterien bei Temperaturen unter 20°C als Spannungs- 


quelle fir Schneidenhilfspotentiale brauchbar, als Stromquelle dagegen 


unbrauchbar sind. 


Auf Grund dieser Erfahrungen wurde nun em Registriergerit ent- 


wickelt, das gegeniiber der allgemeinen Bauweise eimige grundlegende 
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Fig.7. Strom und Spannung von Trocken- 
batterien bei tiefen Temperatureu. 


Anderungen aufweist. In Fig. 8 ist 
eine schematische Skizze des Ge- 
rites wiedergegeben. Die Scharfein- 
stellung des Fadenbildes wird durch 
Justierung des EKlektrometerfadens 
vorgenonnnen, so dal das abbil- 
dende Linsensystem mit dem Elek- 
trometer starr verbunden werden 
konnte. Um zu einem gréberen 
Belichtungsspielraum zu gelangen, 
wurde eine direkte Abbildung des 
Fadens gewahlt. Der Faden wird 
durch em 2-Volt-Lampchen (L,) 
angestrahlt und auf einem panchro- 
matischen Film (F’) photographisch 


registriert. Belichtungszeiten von !/;9 bis 10 Sekunden ergaben so gleich gut 


auswertbare Negative. Der Antrieb der Filmtrommel geschieht durch einen 
Klektromotor (17) mit einer Untersetzung von 20000:1.  Zeitmarken 
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Fig.8. Schematischer Grundrifi des Gerits. 


kénnen durch ein zweites Limpchen (2), durch ee Stoppuhr (Z) geschaltet, 


auf dem Film registriert werden. Zur Héhenregistrierung ist an der Aneroid- 


kapsel (4) ein Zeiger starr befestigt, der in das Linsensystem hineinragt und 
mit den Zeitmarken als Schatten scharf abgebildet wird. Als Stromquellen 
wurden mit gutem Erfolg Zwerg-Akkumulatoren eingebaut. Durch Be- 


nutzung eines Schneidenhilfspotentials von 10 Volt war es mdglich, die 
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Fadenspannung so zu wahlen, dab bei ausreichender Empfindlichkeit des 

Klektrometers der Ausschlag von der Lage des Geriites unabhiingig war. 
Zum AZwecke des Kialteschutzes wurde das Geriit in ein Aluminiun- 

gehiuse wiarmeisoliert eingesetzt und zur Stobdimpfung mit Sehwing- 

metall in cmen geschweibten Eisenrahmen eingehingt (Fig. 9). Der Feder- 

weg betragt 4 ¢m maximal und es ergibt 

sich hieraus bei eer Sinkgeschwindigkeit rabbi 


von 5im/see fiir das Gerit eine Lande- 


beschleunigung von etwa 300 m/sec?. ¢). 
. 7 . “ + j 
Das Gewicht der abwurffertigen Appara- II. 
tur, emschheBlich der Akkumulatoren, am V \{ Fe 
es . , 4 os | ee eee’, = cr a : 
hetrigt 4400 ¢, die Kapazitaét wurde zu % {—?P 
55 pF bestimint. L 
— . ‘ JCMWING-) | S 
Das Geriit wurde nach Fertigstellung — me” |= 3 


zunichst einer eingehenden Erprobung 





unterzogen, wobei Messungen des Poten- 

tialgradienten am Erdboden durchgefiihrt m= | | | 
, — ee ' 

wurden. Hierbei konnten die Beobach- Lt tI) 


tungen von Lutz!) bestiétigt werden. 




















Die Registrierungen zeigten bei Dunst 

sehr starke Schwankungen wn hohe Mittel- SD sont 

werte mit extrem hohen Maximalwerten. 

Bei trockenem Nebel zeigte sich ein ahn- ee ee 
liches Verhalten der Gradientenkurve wie bei Dunst, und erst bei stark 
nissendem Nebel sank der Potentialgradient und wies nur noch langfristige 
Schwankungsperioden auf. Bei stiirkerem Regen war schlieBblich ein Ab- 
sinken gegen Null zu beobachten und bei feinem Spriithregen war der 


Gradient vorwiegend negativ. 


V1. Registrierungen. 


Am 28. Juli 1939 erfolgte erstmalig ein Abwurf dieser neuen Apparatur. 
Ks herrschte heiteres dunstiges Wetter. Der ausgepriigte Bodendunst 
reichte bis 800 m Hohe: eine zweite Dunstschicht lag zwischen 1200 und 
1600 m, dariitber wurden bis zu 2000 m Hohe einzelne Haufenwolken beob- 
achtet. Der Luftdruck betrug 763 mm, die Bodentemperatur wurde mit 
18°C gemessen. Ks wehte ein W-Wind mit einer Geschwindigkeit von 


141m/see im Mittel zwischen 0 und 38000 m. 





') C. W. Lutz, Gerlands Beitr. 52, Heft 3/4. 
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Die Originalregistrierung ist in Fig. 10 wiedergegeben. Die ausgewertete 
Kurve (Fig. 11) zeigt im Gebiet des Bodendunstes grébere Schwankungen 


des Potentialgradienten um einen Mittelwert von 170 Volt/m, die Raum- 


“Se 








. ‘ : ? 


Fig. 10. Originalregistrierung vom 28. 7. 39. 


ladung wechselt hier mehrfach das Vorzeichen und nimmt an der oberen 
Dunstgrenze einen Hochstwert von 107% elst. Kinh/m? an. Diese starke 
Raumladung bestitigt die Richtigkeit der Annahme von Lutz in der be- 

reits zitierten Arbeit, sowie das 
























































ESE : ; : 
o Ergebnis 16 der erwaihnten Zug- 
oF spitzarbeit von P. Lautner, 
EE dab es an der Dunstobergrenze 
| , i eae ft einen lIonenstau gibt. In dem 
T oD 
| | | | Bereich zwischen Bodendunst 
AN) ] + 44-4 
; | ae und zweiter Dunstsschicht liegt 
—* | A \ ein Gebiet mit nahezu kon- 
0 7 “7 . , 
” | zz... stantem  Potentialgradienten. 
“I 4 4 _ : ; ‘ 
Vim Die Raumladung ist hier 





schwach positiv und erreicht 
an der Unterseite der Dunst- 
schicht den Wert Null. In der 

“1 | | Dunstschicht und in der Wolken- 
60 eae © schicht zeigt sich ein ahnlicher 


Verlauf der Gradienten- und 
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Raumladungskurve wie in dem 
Gebiet des Bodendunstes. Auch 
hier befindet sich iiber der 
Dunst- bzw. Wolkenhdhe ein 
Gebiet mit starkem Gradientenabfall und hoher positiver Raumladung 
von 0,36 - 10-3 elst. Kinh./m?. Zwischen 2000 und 2300 m_ befindet 
sich eine Zone mit negativer Raumladung: der Potentialgradient  steigt 
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Fig.11. Registrierung vom 23. 7. 39, 1630h, 
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hier von 83 Volt/m wieder auf 88 Volt/m an und sinkt dann rasch 
auf 45 Volt /m. 

Kin wesentlich ruhigeres Bild ergaben die Registrierungen vom 
25. August. Der erste Abwurf (Fig. 12) erfolgte gegen 11 Uhr, der zweite 
Abwurf (Fig. 13) gegen 15 Uhr. Es herrschte heiteres Wetter, nur in etwa 
2000 m Hohe wurden ganz vereinzelt leichte Wolken beobachtet. Der 
Luftdruck betrug 762 mm, die Bodentemperatur 20°C. Ks herrschte ein 
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Fig. 12. Registrierung vom 25.8. 39, 11. 


SS0-Wind mit emer Geschwindigkeit von 13 m/see im Mittel bis 3000 m 
Hohe. Beide Registrierungen zeigen einen ganz iihnlichen Verlauf und 
kénnen als Beipsiel fiir wolkenloses Wetter angesehen werden. (Aus dem 
starken Wind folgt nimlich, dab dieses Wetter durchaus nicht eine typische 
Schénwetterlage ist, trotz des schdnen Sonnenscheins). Der Potential- 
gradient betrigt in 100 m Hohe 120 Volt/m und nimmt fast stetig mit der 
Hohe bis auf etwa 15 Volt/m in 2900 m ab. Die Raumladung ist vorwiegend 
positiv und betrigt im Mittel etwa 10-5 elst. Kinh./m’. Einige Raum- 
ladungsschwankungen sind besonders bei der Registrierung gegen 15 Uhr 
zwischen 600 und 1100 m zu beobachten. 

Am 23. November erfolgte schlieBlich noch ein weiterer Abwurf bei 
ausgesprochener Hochdruckwetterlage. Der Luftdruck betrug 772 mm, 
die Bodentemperatur — 1° C, die auch noch in 1000 m Hohe gemessen wurde. 
Ks herrschte heiteres Wetter mit starkem Bodendunst; in 800m Hodéhe 
wurden vereinzelt Haufenwolken beobachtet. Es wehte ein 8W-Wind mit 


Fig. 13. Registrierung vom 25, 8. 39, 154, 
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13. m/sec Bodengeschwindigkeit. Mit zunehmender Héhe nahm die Wind- 
geschwindigkeit ab und betrug in 3000 m Hoéhe nur noch 7 m/sec. 

Das Ergebnis dieses Abwurfes ist in Fig. 14 wiedergegeben. Innerhal) 
der Dunstschicht zeigt sich wieder die charakteristische Unruhe der Gra- 
dienten- und Raumladungskurve. In 100m Hohe wurden 170 Volt m 
gemessen, In 1000 m 160 Volt/m: dazwischen betrigt der Mittelwert des 
Gradienten etwa 140 Volt/m. Die Raumladung schwankt zwischen positiven 
und negativen Werten, ist aber im Mittel schwach positiv. Uber der Dunst- 
schicht nimmt der Potentialgradient wieder relativ gleichmiibig ab und 

erreicht in 2900 m den Wert 
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2 25 Volt/m;: nur in 2100 bis 

2500 m zeigt sich eine Storung 

7) _ der Gradientenkurve. Auch bei 
N dieser Registrierung ergab sich 
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eine im Mittel schwach positive 
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Raumladung. 
Die Durchfiithrung weiterer 




















Abwiirfe wurde vorlaufig durch 





den Krieg verhindert. Immerhin 





lassen diese Versuche die Moég- 
lichkeit erkennen, die Messungen 





: des Potentialgradienten in der 
Atmosphiire durch Fallschirm- 


abwurf eines normalen Faden- 


Potentialgradient 


elektrometers durehzufiihren. 








Die entwickelte Apparatur hat 
o ’ é dkm sich ~durchaus bewahrt. Bei 


der Landung des Fallschirmes 

















Fig. 14. Registrierung vom 23. 11.39, 124, 
traten selbst in ungiinstigen 


Fallen keimerlei Schiden am Gerit auf. Nach emer Landung des Fall- 
schirmes in einem Wald z. B. hatte sich weder Nullage noch Scharfein- 
stellung des Fadenbildes geindert, obwohl das Geriit etwa 2 Stunden lang 


recht kraftig gegen einen Baum pendelte. 


VII. Registrierung des Potentialgradienten im Segelflugzeug. 
Erwiihnt werden soll schlieBlich noch ein Versuch zur Messung des 
Potentialgradienten in der freien Atmosphiire vom Segelflugzeug aus, der 
am 8. Juni 1939 durchgefiihrt wurde. Am Rumpf des Flugzeuges wurde 


ein Sondenhalter befestigt, an dem zwei Radiothorsonden in einem lotrechten 
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Abstand von 50 em angebracht waren. Die obere Sonde war durch Bernstein 
vom Halter isoliert, die untere Sonde befand sich dicht tiber dem Ruimpf 
und stand mit diesem in leitender Verbindung. Das Registriergeriit: war 


in Flugzeugrumpf untergebracht. 


Das Segelflugzeug wurde zunichst auf 1800 m geschleppt und dann 
ausgeklinkt; gleichzeitig wurde die Apparatur eingeschaltet. Bis zu 1400 m 
herab wurde dann Geradeausflug ausgefiihrt, sodann kurvte der Pilot tiber 


dem Landeplatz. 


Die ausgewertete Registrierung ist in Fig. 15 wiedergegeben. In 
1800 m ist die rasche Abnahme der durch das Motorflugzeug hervorgerufenen 
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Fig.15. Registrierung im Segelflugzeug am 3. 5. 39, 164, 


Kigenladung des Segelflugzeuges zu beobachten. Bis zu 1400 m_ herab 
verliuft die Gradientenkurve dann normal. Unter dieser Hohe wurden 
sehr starke Schwankungen registriert, die wahrscheimlich nur durch den 
Kurvenflug bedingt sein diirften. Durch die Schriiglage des Flugzeuges 
wird der vertikale Sondenabstand etwa bis zu 30°, verkiirzt, und auberdem 
iindert sich mit der Schriglage des Flugzeuges auch der Verlauf der Potential- 
linien in der Nihe der Maschine und damit auch der Reduktionsfaktor (/,) 
zur Reduktion des gemessenen Potentialwertes auf das ungestérte luft- 
elektrische Feld. Durch diese beiden Faktoren kann ein Fehler von 50°, 
und mehr in Erscheinung treten. Wollte man diesen Fehler eliminieren, so 
mibte man zusitzlich noch die Schriaglage des Flugzeuges registrieren, oder 
es darf von vornherein nur wihrend des Geradeausfluges registriert werden. 
Nur unter diesen Voraussetzungen sind die Messungen im Segelflugzeug 
auswertbar. 
37" 
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Zusammenfassung. 


Ks wurde zur Registrierung des Potentialgradienten in der freien 
Atmosphire zunichst em Versuchsgeriit gebaut. Auf Grund der Er- 
fahrungen bei den mit diesem durchgefiihrten Fallschirmabwiirfen wurde 
eine neue Apparatur entwickelt. Dieses Gerit wurde sodann bei Boden- 
messungen und Fallschirmabwiirfen erprobt. Die Bodenmessungen  be- 
stiitigten die Beobachtungen von Lutz bei durch die Wetterlage gestérten 
Potentialgradienten. Die Messungen in der freien Atmosphiire zeigten eine 
starke Anderung des Gradienten und der daraus ermittelten Raumladung 
mit der Wetterlage. Als Mittelwerte ergaben sich folgende Werte: 


Héhe in m: 100 ~=—-:1000 2000 3000 
Potentialgradienten: 160 100 45 25 Volt/m 


Die Raumladung schwankt um einen geringen positiven Mittelwert. 
Kin Versuch zur Messung des Potentialgradienten vom Segelflugzeug 
aus zeigte, dab die Registrierungen nur auf das ungestérte Feld reduzierbar 


sind, wenn die jeweilige Kurvenlage beriicksichtigt werden kann. 


Zum SchluB sprechen wir unsern Dank aus: Herrn Prof. Dr. P. Kunze 
fiir die Férderung und Unterstiitzung der Arbeit; dem Kommando der 
Flakartillerieschule Wustrow fiir die Bereitstellung der Fallschirme und 
Flugzeuge fiir die Abwiirfe, sowie der Fahrzeuge zur Einholung des Geriites 
nach dem Abwurf; Herrn Dozent Dr. Wildt fiir das Entgegenkommen, das 
die Durchfiihrung der Versuche am Segelflugzeug erméglichte ; der Deutschen 
Forschungsgemeinschaft fiir die Bereitstellung der notwendigen Geldmittel. 


Rostock, Physikalisches Institut der Universitat, Januar 1940. 
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Uber eine anschauliche Herleitung 
der Kerndispersionsformel. 


Von Theodor Sex! in Wien. 
(Kingegangen am 18. Marz 1940.) 


Unter Zugrundelegung des dreidimensional-statischen Kernmodells wird auf 
Grund der Guth-SexIschen Streutheorie die Kerndispersionsformel in einfacher 
anschaulicher Weise hergeleitet. 

Die Kerndispersionsformel, welche die Abhingigkeit des Streuquer- 
schnitts von der Energie des eimfallenden Teilchens als Funktion der Re- 
sonanzenergien und der Halbwertsbreite der Resonanzniveaus des aus ein- 
fallendem Teilchen und beschossenem Kern gebildeten Zwischenkerns 
beschreibt, wurde zuerst in der jetzt iiblichen Form von Breit und Wigner!) 
hergeleitet. Wihrend die genannten Autoren sowie auch Bethe und 
Placzek 2), Kalekar, Oppenheimer und Serber 4) die Forme! auf Grund 
einer Methode gewinnen, die der in der Theorie der Lichtstreuung an Atomen 
verwendeten nachgebildet ist, gewinnen Kapur und Peier!s 4) und kiirzlich 
auch Siegert 5) die Kerndispersionsformel wieder unter Verwendung der 
bis zur Aufstellung der Bohrschen Kerntheorie ausschlicblich verwendeten 
dreidimensional-statischen Modellvorstellung des Kerns. Diese Modell- 
vorstellung, deren Haupterfolge bekanntlich die Gamowsche Theorie des 
radioaktiven «-Zerfalls und die Guth-SexIsche Theorie der Kernstreuung 
geladener und ungeladener Teilchen waren, soll nun im nachfolgenden im 
engen Anschlub an die Guth-SexIsche Streutheorie zur einfachen anschau- 
lichen Herleitung der Kerndispersionsformel zugrunde gelegt werden ®). 

Der Gedankengang ist dabei folgender: Die Wechselwirkung zwischen 
Kern und einfallendem Teilchen soll durch ein festes kugelsymmetrisches 
Potential beschrieben werden kénnen, das, wie iiblich, in Innen- und Auben- 
raumpotential zerlegbar sein soll. An der Ubergangsstelle des Potentials, an 
der Kernoberfliche, miissen infolge des wellenmechanischen Erhaltungs- 


') G. Breit u. W. Wigner, Phys. Rev. 49, 519, 1936. 2) H. A. Bethe 
u. G. Placzek, ebenda 51, 450, 1937. — *) F. Kalckar, J. R. Oppenheimer 
u. R. Serber, ebenda $2, 273, 1937. — *) P.L. Kapur u. R. Peierls, Proc. 
Roy. Soc. London (A) 166, 277, 1938. — ®)A. J. F. Siegert, Phys. Rev. 56, 751, 
1939. — ®) Der Vorteil der hier gegebenen Behandlung des Problems gegeniiber der 
Siegertschen ist darin gelegen, da 1. hier die Resonanzstellen der erzwungenen 
Kernschwingungen und nicht wie bei Siegert die Resonangstellen der freien 
gedampften Eigenschwingungen (radioaktiver Zerfall) benutzt werden und 
daB 2. hier die Ableitung vollkommen direkt ,,straightforward" erfolgt, wahrend 
Siegert gekiinstelt erscheinende Rechengiainge verwenden mul, 
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satzes die Lésungen samt thren ersten Differentialquotienten stetig ineinander 
iibergehen. Unter dem Einflub des einfallenden Teilchens vollfiihrt der 
Kern erzwungene Schwingungen, deren Resonanzstellen als Stellen maximaler 
Amplitudenquadrate der Streuwelle durch Eigenwertgleichungen zu de- 
finieren sind. Die zugehérigen Halbwertsbreiten ergeben sich durch Be- 
trachtung der Amplitudenquadrate der stehenden Schwingung im Kern- 
innern. Die Amplituden der Streuwelle kénnen nun aber in unmittelbarer 
Umgebung einer Resonanzenergie durch Entwicklung der Eigenwert- 
gleichungen nach der Differenz zwischen der Energie des einfallenden Teil- 
chens und der Resonanzenergie und unter Benutzung des Ausdrucks fiir die 
Halbwertsbreite umgeformt werden und da der Streuquerschnitt den Ampli- 
tudenquadraten der Streuwelle proportional ist, ergibt sich so in tiberaus ein- 
facher anschaulicher Weise die Kerndispersionsformel, die also bereits implizit 
in der urspriinglichen Guth-Sexlschen Streutheorie!) enthalten war. 

I. Ks soll zuniachst ein einfaches Beispiel betrachtet werden, um die 
Methode zu illustrieren. Die Wirkung des Kerns auf das einfallende Teilchen 
soll fiir r << r9 durch ein festes kugelsymmetrisches Potential V(r) be- 
schrieben werden kénnen: fiir r > T) sei V = 0. Die Schrédinger-Gleichung 

Qu ; 
Ay + 55 (E—V)y =0, 

wobei mu die reduzierte Masse bedeutet, gibt unter der Voraussetzung 


d/Om = 0 mit Hilfe des Ansatzes 
1 
y= . Zi (r) P, (cos), 


wobei P, (cos 7) die /-te nicht normierte zonale Kugelfunktion bedeutet, 


fiir 7, (r) die Differentialgleichung 


d? y, 2m | 
— ji E-—-V-—- — = 0. 
dr? + h * : 2u 869 j * 


Fiir den Innenraum, wo V irgendwie vorgegeben sein soll, sei die Lésung 


A2 Lil +-1)) 7 


dieser Gleichung 7;”. Die allgemeine Liésung fiir den Inmenraum ist dann 


m= VF +S i! Qi +1) Ap? (er) P; (cos 0), 


2 kr i zo 


‘ J = 
2u 
t k = j E . 

nil | he 


') E.Guthu. Th. Sex!, ZS. f. Phys. 66,557, 1930; Phys. ZS. 32, 655, 1931; 
Th. Sexl, ebenda 35, 119, 1934; ZS. f. Phys. 99, 751, 1936; Th. Sexlu. P. Ur- 
ban, ebenda 113, 554, 1939; E. Philipp, ebenda 107, 683, 1937; vgl. auch die 
Arbeiten von Breit und seinen Schiilern iiber die Streuung von Protonen an 
Protonen, die durchwegs die Guth-SexIsche Streutheorie zugrunde legen. 
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Fir den Aubenraum, wo V = 0 ist, sind die Lésungen Besselsche 
Funktionen der Ordnung / + 1/5. Da dem physikalischen Problem nach eine 
ebene einfallende und eine gestreute weglaufende Kugelwelle mathe- 


matisch darzustellen sind, hat man als agit anzusetzen 
ikreos] -| x 1 Sy 9] +. 1) k H'? ker P ‘OS } 
eer FE Pee \S J Vier Hy, (ler) By (608 8) 
- l= 


Viz , Se (21 4-1) Vkr J, . 1), (kr) P, (cos 8) 


a 


In grober wae hantes vom Kern hat man also 


Se 


1 


tr Ppa 


i! (21+ ns wd if kr Hy 1), (kr) P, (cos 8). 





. 
~ 
Pd 


ee C; ikr : 
y, = eikreos! 1. — a= (21 +1) - a P, (cos?) cikreos te ~~ f (#) ; 
roi a@ 
wobec 
ls. C; 
{(9) = — > —i(2l +1) = P, (cos#). 
k =o 2 


Wird y, mit einem solchen Faktor multiplizert gedacht, dal die em- 
fallende ebene Welle e'** ein Teilchen pro Flichen- und Zeiteinheit enthilt, 
so wird, da dieser Faktor in C, aufgenommen gedacht werden kann und 
f (9)? dw die Zahl der pro Zeiteinheit in den Raumwinkel dm gestreuten 


Teilechen ist, der ee 











~ 


9 
= oe 


»~ | j f(P)2snPdbdg = si 7 (2/-+-1) . 
0 UO 
Fir / — 0 ergibt dies insbesondere 

22 Co? 


Rees as | oe 
= Ti\5 


Zur Bestimmung von (9 hat man an der Ubergangsstelle r = ro die 
Lésungen des Innen- und AuBenraumes samt ihren ersten Differential- 
quotienten stetig ineinander iibergehen zu lassen. Das ergibt die Glei- 


chungen: 


F : 0 — 
Agy = sinkrg + —— je! Kro, 


- C. . , 
Ay x = keosk rg + 2 tk — ietkro; 


dabei wurde fiir \z fv (kro) einfach 7 geschrieben. 
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Daraus erhilt man 
’Y 


; pike Uo YZ -sinkra — keoskro- ¥™ 
Cc Cae = = 4 


yy ‘in Aa 


3 


oder 

Co XY sinkrgo — keosk rg + 4 

= ! ’ . > ° mp ° . 
2 (7 coskro + ksinkrg: 7) + i(y sinkrg — k cos kro + %™) 


An den Resonanzstellen der erzwungenen ungedimpften Kernschwin- 


gungen ist 


(i)’ 
ms = —ktgkro; 
V4 
dort wird Cg = — 2, wie auch unnittelbar aus den Ubergangsgleichungen 


abgelesen werden kann. Schreibt man Cy in der Gestalt 


Co se l 
— had 
ai aa k tek ro 
Py = s 
- yf takre +k 


und betrachtet die unmittelbare Umgebung einer Resonanzstelle F,, laBt 
also Teilehen mit einer Energie FE in unmittelbarer Umgebung einer Re- 


’ 


sonanzenergie FE, einfallen, so wird in der Umgebung von FE, der Term 


(i)’ 
al + ktg kro dargestellt werden kénnen in der Form 
Z 
aif?’ 0 yo! | 
4 ktgkr = 0+ (E—B) | ( - kt kr) i 
y) : "0 r | ) aE vy + "0 ie 
Dadurch erhilt Co in der Umgebung von F, die Form 
Co 1 
Dy si ¥4 (7)' : 
. ( @ (# ee 
laE \y + ktgkro)y 
(E — E,) aE 


k, 
cos? k,. ro 


’ 


wobei k, bedeutet, dab in k fiir F die Resonanzenergie eingesetzt wurde. 
Um nun die Bedeutung des Faktors von EF — FE, zu erkennen, mu man 


auf die Ubergangsgleichungen zuriickgehen und daraus Ag berechnen. 


Dies ergibt 
k 
k y cos kro 


?. ae | (ae (i) 
allel! ae. A * 


Ao wd x ; 
ay + Rta ro) + (oa tgkro — k) 


Media nk ae che Wed 


* 














: 
t 
2 


x 
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und daher fiir das Quadrat der Amplitude der stehenden Schwingung in 
Kerninnern 
k2 


7? cos? kro 


r\r 


| Ao|? — 


ayii) ast) 
x Fa 


Fir die Resonanzenergie EL, erhilt man 


sagt)" 2 sali) 
(4 Tr k tg kro) + (4 tok ry k | 


cos? k,. rp 


yor 


Betrachtet man nun die Energie 2, + A F, fiir die definitionsgemiab gelten soll 


1412 
| Aolr, = 


“40/E,+ 4E = 9 ’ 
sO wird 
l cf ys2 k,. ro k- | 
2 @2 ~ wW2 eos? kr i)’ 2 2 
x x 7% smn © (2 Oot ae 
(Ak)? } + kKtykro 
ldE ye / Ey cost k,. ro 
oder 
k, 
1h cos? k,. ro 
; — 0 yi \| 
an @ + k tg kre 
4 \¥ ‘Er 


Da nun 24 EF = I, d.h. die Halbwertsbreite der Resonanzstelle darstellt, 
ist die Bedeutung des Faktors von HE — EH, in dem Ausdruck fiir Co klar- 
gestellt. Setzt man ein, so wird 





LT 
Cy ‘2 
2 r 
E — ce = ] r 
(4-H) —t5 
und daher der Wirkungsquerschiitt 
B) 
#22.Co2) RB 2) 
Qo _ = 2 = = T.2° 
ae ee 
(E— E+ (=) 


Il. Der allgemeine Fall erledigt sich ganz analog. Die Voraussetzung, 
dab fiir r ~~ ro V = Oist, mub natiirlich fallengelassen werden, da ja z. B. fiir 
geladene Teilchen im AuBenraum das Coulomb-Potential herrscht. Auch 
die Beschriinkung auf 1 = 0 wird aufgegeben, somit auch ein Zentrifugal- 
potential beriicksichtigt. 
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Fiir den Innenraum, wo V wieder irgendwie vorgegeben sein soll, hat 
man dieselbe Lésung wie unter I., also 


J l - ‘ i 
y; = ~ S if (27 + 1) Ayy)? (kr) P, (cos #). 


2 ker {=0@0 





Fir den AuBenraum hat man allgemein anzusetzen: 


ax 1 —. ( a , C ) 
w=Ve- = Hl +1) P(cosd) i (kr) + Su (h NE 


== | 


da 7\” die ganze Transzendente, d. h. die stehende Welle und 7\) die weg- 
laufende Welle darstellt. 


Zur Bestimmung von C; hat man wieder die Ubergangsgleichungen 
fir r = 1: 


C 
A, 7 = et+gx”, 
- A sic 
A,yy = y’ — yl)’, 
1X : + 9 % 


Dabei wurde der Einfachheit halber iiberal] bei den Funktionen der Index / 
weggelassen und statt 7 einfach 7 geschrieben. 





Dies ergibt, da 7? = 7 + ia, 
’ i)’ ’ wii) 
=. a 2-ee" 
«age ry! to - 7 ay , a 
2) x V4 _— x y “=: i (4 w—@® y) 
und somit wird an den Resonanzstellen, die als Eigenwertlésungen der 
Gleichung 
sad ow’ 
y) 
zu definieren sind, wieder C, = — 2. 


Schreibt man C, in der Gestalt 


C; 1 
. re sees 
y ae : 
( y a s) o 
betrachtet die unmittelbare Umgebung einer Resonanzstelle EF, fir welche 
(7) ’ (i)' ’ 

foe 0 (= ee ee 
Aan Ww lOE\y¥® = w/Jgz, 


Petia 5 

















Lt 
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geschrieben werden kann, so wird 


Cy. i 
2 | 0 (% 2 =) 
(E —E, \aE a w |, = 
(2 on x) Z | 
\\w yx/olp, 


Die Bedeutung des Faktors von E — EF, ergibt sich wieder nach Be- 


rechnung von 4,. Dafiir erhaélt man 





9 o- 
|Ailx, yt? 
Definiert man wieder eine Energie E, + AF, fiir die gelten soll 
» 
A 2 - | 4ile, 
|Ailz,+4e = 


2 


so findet man nach ganz analoger Rechnung wie unter I. 


AE = cS ak aa 


0 (yx py 2 
aE (2 7 ah. 


~ 2 
1— 


C; 2 
2 


und somit 


F tT 
E—E,—t> 


Der Wirkungsquerschnitt fiir die I-te Partialwelle folgt daraus zu 


T\2 
Q = Ser 41)— (3) ny 


(EE + (> 


Wien, Institut fiir theoretische Physik der Universitit. 


Zeitschrift fiir Physik. 8d. 115. 











Systeme gekoppelter Rotatoren*). 
Zur modelimafiigen Behandlung der Rotationsumwandlungen. 


Von G. Eichhorn in Jena. 
Mit 4 Abbildungen. (Eingegangen am 28. Marz 1940.) 


Es wird eine Methode angegeben, Ketten oder Netze von Rotatoren, die durch 

ihre Dipolmomente gekoppelt sind, streng statistisch-mechanisch zu behandeln. 

Fiir Ketten bis zu 4 Rotatoren werden Energie und spezifische Warme als Funk- 

tion der Temperatur berechnet. Die spezifische Wiirme durchlauft ein Maximum, 

das mit wachsender Rotatorenzahl héher und spitzer wird, und zeigt damit den 
bei den ,,Rotationsumwandlungen* beobachteten Verlauf. 


Bei verschiedenen Molekiilkristallen treten unterhalb des Schmelz- 
punktes Umwandlungspunkte auf, von denen im allgemeien angenommen 
wird, daf sie durch Emsetzen der Rotation einzelner Molekile im Kristall- 
gitterverband verursacht werden!). Die Molekiile fiithren bei niedrigen 
Temperaturen unter dem Eimflub der Dipol- und Quadrupolfelder der 
Nachbarmolekiile Pendelschwingungen um eine Gleichgewichtslage aus, 
diese gehen bei héherer Temperatur in eine mehr oder weniger gehemmte 
Rotation tiber. Doch ist, wenigstens fiir den Fall der Umwandlung des 
festen HCl, eine wesentlich andere Anschauung entwickelt worden, nach der 
bei der Umwandlungstemperatur nur die einheitliche Orientierung der 
Gleichgewichtslagen verlorengeht?). 

Es sind verschiedene Versuche gemacht worden, eme Theorie dieser 
Erscheinungen zu geben. Die meisten Arbeiten?) betrachten einen Rotator 
mit elektrischem Dipolmoment in einem festen Potentialfeld von der Form 
Vo (1 — cos 2 #) oder Vo cos #, das die Wirkung der umgebenden Molekiile 
ersetzen soll. Fowler 4) ergainzt diesen Ansatz noch dadurch, daB er die 
,Hemmung* V9 abhingig von dem Bruchteil S der rotierenden Molekiile 
annimmt. Mittels geeigneter Annahmen iiber dieses S erhalt er scharfe 
Umwandlungspunkte. Seime Annahmen sind aber ziemlich willkiirlich. 

Es erschemt von vornherein zweifelhaft, ob die Behandlung des Problems 
als Einkérperproblem mit gegebenem Feld prinzipiell berechtigt ist. Man 
kann das Feld der anderen Molekiile héchstens dann durch ein festes Feld 


*) D2. 

') Vgl. den zusammenfassenden Bericht von A. Eucken, ZS. f. Elektrochem. 
45, 126, 1939. — *) G. Hettner, Ann. d. Phys. (5) 32, 141, 1938. — %) Z. B. 
lL. Pauling, Phys. Rev. 36, 430, 1930; E. Teller u. K. Weigert, Géttinger 
Nachr., Math.-Phys. Kl., Fachgr. I, Nr. 40, 1933. — *) R. H. Fowler, Proc. 
Roy. Soc. London (A) 149, 1, 1935; 151, 1, 1935. 
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ersetzen, also tiber ihre Bewegung mitteln, wenn keme Phasenbeziehung 
zwischen den Molekiilen besteht. Diese Annahme ist aber sicher unberechtigt. 

Chang!) versucht, das Problem als Mehrkérperproblem zu behandeln; 
er verwendet eine Niherungsmethode, die der von Bethe bei der Behand- 
lung der Ordnungsumwandlung verwandten entspricht. Er mul aber, um 
auch nur diese Naherungsmethode durchfiihren zu kénnen, das Potential 
willkiirlich abiandern. 

Es erschien daher vorteilhaft, eime rein kinetische Behandlung des 
Problems nach den Methoden der statistischen Mechanik zu versuchen, also 
zunichst einmal fiir eine Kette oder em emfaches Netz von ebenen ge- 
koppelten Rotatoren mit dem exakten Ausdruck fiir das Wechselwirkungs- 
potential von Dipolen das Zustandsintegral oder die Zustandssumme aufzu- 
stellen und auszuwerten. Wenn das mdglich ist, kann man daraus das 
thermodynamische Verhalten des Modells bestimmen. 

Da die Rotationsumwandlung sicherlich kem = spezifisch quanten- 
theoretischer Effekt ist, wurde das Problem hauptsachlich nach der klassi- 
schen Mechanik behandelt. Doch labt sich fiir den einfachsten Fall zweier 
gekoppelter Dipole auch die quantentheoretische Behandlung durchfiihren : 
diese ist, da sie sich nicht verallgemeinern laBt, hier nicht wiedergegeben. 

In dieser Arbeit wird eine Methode angegeben, die es gestattet, die 
Zustandsintegrale fiir Systeme gekoppelter Rotatoren auszuwerten; fiir 
einige einfache Modelle sind die innere Energie und die spezifische Wiirme 
als Funktion der Temperatur berechnet und diskutiert worden. 

Aufstellen des Zustandsinteqrals. Das Zustandsintegral fiir eine Anord- 
nung von N ebenen Dipolen mit festem Abstand hat bei geeigneter Nor- 
mierung die Form 


p? + U«( I 9y)) 


dp, cee dpy di, eee diy, 


l ' : f(So5 2K 
(hy (221% | val ; 
wo #, die Winkelkoordinaten der Dipole, p, die zugehérigen Impulse, 
K das Trigheitsmoment der Dipole, U (#,...@,) das Wechselwirkungs- 
potential der Dipole untereinander darstellen. Die Integration iiber die p, ist 
von — © bis oo zu erstrecken, die iiber die Winkel von 0 bis 2 2. 
Die Integration itiber die Impulse kann gesondert ausgefiihrt werden; 


sie liefert in bekannter Weise 


tol 


te 


N 
1 1 
ss, ee 
| ° ET = KP 
= om “ee é 1 
h® | 


1) T. 8S. Chang, Proc. Cambridge Phil. Soc. 33, 524, 1937. 
38* 


Ga Kk = 


dp,...dpy = i2 
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ba 


* 
"a 
‘ 


und daraus fiir die innere Energie den kinetischen Anteil > kT und ‘ 
. 


, 


fiir die spezifische Wairme - k. Die wesentliche Aufgabe liegt allein in der 


_ 


Berechnung des Anteils der potentiellen Energie 


Qa Qa 
: 1 
1 -_-— U(91...49N) 
te Gar) e dd... ddy. 
a 0 


Das Potential U (0, ...%,) setzt sich zusammen aus den Wechsel- 
wirkungspotentialen je zweier Dipole aufeinander. Dieses ist also zuniichst 


zu berechnen. | 
Seien m, und my die Momente der beiden Dipole, #; und #. die Winkel 
der Momentrichtungen gegen die Verbindungslinien der Dipole, r deren 


fe Ae 
/) /, 


3 $$ 2 ———<$<_$__—_—___—_o 








Fig. 1. 
Abstand und r der Vektor von Dipol 1 nach 2. Das Potential ist dann 
2 
ro a [8 cos (0 + Bs) + cos (8, — B,)], (1) 


wo m = |m,| = | mg}. 
Im Falle einer geraden Kette von N aquidistanten Dipolen mit dem 
Abstand r ist also, wenn die Wechselwirkung nicht benachbarter Dipole 


vernachlassigt wird, das Potential 


N 
U(9,...8y) = Su, ,-1 


» 
— — a! 8 cos (9, + 8,_1) + cos (#, — B,_3)]. (2) 


AuBerdem soll noch der Fall betrachtet werden, dab die Gitterpunkte 
eines ebenen Quadratnetzes mit Dipolen besetzt sind, und zwar zunichst 
der einfache Fall von fiinf wie in Fig. 2 angeordneten Dipolen. %, 3), ..., Og 
seien die in Fig. 2 eingezeichneten Winkel der Dipolmomente gegen die 
Richtung der Verbindungslinie von Dipol 0 und 1. Dann ist das Wechsel- 


wirkungspotential von Dipol 0 und 1 








“01 = 5318 cos (Pp — 0,) _ cos (Po —_ 7) I, 





Oe ee PE ae 
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das von 0 und 3 
m2 
ee — 5/8 cos (Io + 3) + cos (Bo — J)]. 


Um die Wechselwirkung der Dipole 0 und 2 bzw. 0 und 4 zu erhalten, mub 
man in Formel (1) die Winkel der Dipolmomente gegen die Verbindungslinie 


a 





\% A AX 














5 , . i — i A wy A a A 
dieser Dipole einsetzen, also die Winkel = am Jo und = — By baw. = — I 
— — 


— 


nm 
und ._~ #,, erhalt also 
m2 
= = 33 8 cos (Bo + Bz) + cos (Io — Do)], 
m2 


_ [— 8 cos (Bp + Bs) + cos (I — 4). 


Uo4 9/3 
Fiir das Gesamtpotential ergibt sich 


U = Uo1 = Ug2 a Uo3 + Ug 4- (3) 


Mit diesen Ausdriicken fiir U (9, ... Py) ist also das Zustandsintegral 


] eS 
Vv = amr |e--fe ep a8... d Oy 


zu berechnen. 

Auswerten des Zustandsintegrals. Eine Gerlegung in einfache Integrale 
ist nicht méglich, da jeder Winkel in mehreren Summanden von U vor- 
kommt. Es gibt jedoch eine andere Méglichkeit, derartige Integrale auszu- 
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werten. Der Integrand ist eine periodische Funktion in #, ... 0, laBt sich 
also in eine Fourier-Reihe entwickeln. Das Zustandsintegral Qy ist das 
konstante Glied dieser Fourier-Reihe; wenn es also méglich ist, dieses zu 
bestimmen, hat man das gesuchte Zustandsintegral. Der Integrand hat im 


Fall der Kette die Form 


U(9,...9 = : 
g it Cy Y= [Je ern 
va: 3 
1 
— , , . ‘ - ~Er,y—1 
Es ist also die Fourier-Entwicklung fiir e¢ aufzustellen und das 


konstante Glied des Produkts zu bestimmen. 


Es ist 
1 
= ip yy y—l as ei [Seos(9, + #,_ 4) + cos(9, — 9, _ 4)] 
mit 
m2 1 
Oo st « . - 
2r kT 


Nun gilt die Fourier-Entwicklung 


pF COST — S 1, (a) e™®, 


- — 
I, (6) = (— 2)"-_Jd, (vo) 

und J, (ia) die Bessel-Funktion n-ter Ordnung mit imaginirem Argument 

ist. Also ist 


ao 
s0cos(3,+ % in(, + 9 _ 7) 
e , ’ ’ a > | i (3a) e ’ v—1 : 
2= - CO 


cos (9,— 9, _ 7) in(?,—?3 ) 
e° ’ r—)? > 1, (a) e ni, *—1] , 
n= — @ 


also 
1 20 
— pp yy , i[(n, + ng) F, + (ny —ng)F 
e &f = > I, (80) 1, (0) fee PR TO ye (4) 
nin, =-—-x 
Im Fall zweier Dipole ist damit das Zustandsintegral bestimmt; es ist 


Qo = Ip (8a) Ip (a). (5) 
Im Fall einer lingeren Kette sind die Fourier-Reihen (4) zu multi- 
plizieren; dazu ist es vorteilhaft, andere Indizes s,, r,_ , einzufithren durch 
die Gleichungen 
Mm +m =—2s, oder nm + ng = 25,+ 1, 


Nm, — NM = 2r,_, oder n, — me = 27,_, + 1, 











an 








” - a i 
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je nachdem, ob n, + ng und n; — ng gerade oder ungerade sind. Damit 
wird 


1 20 
— om “s,s 2 
7 = 3 i,sr,-, @01,-1_,@¢ 


ny-1,9 >= x 


ti2r,_ 1 a» . 1 tts a, 


Ss) 
2r, —1F DI%— 4 Bias, 7 19, 


+ >> I,,+r,_,+1 (80) I,,—+,_, (@) 


r s,=-—=x 


r—i, 

Die Entwicklung zerfallt also in zwei Summen; in der einen treten beide 

Winkel nur mit geraden, in der anderen nur mit ungeraden Koeffizienten auf. 
bay D 


Jeder Winkel #,, auBer 9, und #,, kommt in zwei derartigen Ent- 


1 
, : —~ tp “ey, v—1 
wicklungen vor, in e *? 


benachbarten Winkel zusammen, beide mit geradem oder ungeradem 


1 
pr“ A. 1, 


und ¢ , jJedesmal mit eimem 


Koeffizienten. 

Der Integrand des Zustandsintegrals ist das Produkt dieser Entwick- 
lungen; in jedem Term des Produkts kommt jeder Winkel dg... I. , in 
zwei Exponenten vor. Das konstante Glied besteht aus den Termen, bei 
denen die Summe dieser beiden Exponenten verschwindet: auberdem 
miissen die Koeffizienten von #, und #,, die nur einmal vorkommen, 
allem verschwinden. Also mu der eine Koeffizient der Nachbarwinkel 
#,und #,_ , gerade sein, demnach auch der andere, der diesen zu Null ergiinzt, 
usw. So laéBt sich schlieBen, dab alle Exponenten in den Termen, die einen 
Beitrag zum konstanten Glied liefern, gerade Koeffizienten haben miissen. 

Fiir den Integranden des Zustandsintegrals erhalt man die Entwicklung 


1 ws 4 “d LU 
oo ») Ss Il o ep" y—1 
= 


— 


8 


I,, + ry (30) Sage, (a) ef 271 1. pidlez + 2) 92 


| 
M 


v, oo 
r,%=—=—-~ 

Sy = — oc 

N-1 

i2(*%,+r,)0% 
. I] a | | chia, 
r= 3 
f28~ In 

° I,y + °n—} (3c) I,,, PB on 1 (a) € 


+ Glieder mit teilweise ungeraden Koeffizienten. 
Das Zustandsintegral selbst ist das konstante Glied der Entwicklung, also 
= N-1 
Oy _ >> I,, (3 a) I,, (0) 4 I ig—e 1 (30) I, +84 (a) 


89 oo y= 3 
2 TD J (Bo) 1.4. , (0) 


ag esse en —1 
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oder, da J_,, (a) = I, (a) 


N—1 


oc 


On = > ) (3a) I, (a) I] 4.,-.,_ , 80) mee Ss (9) 


6&=-@ vax § 


8, = — co 
I, , (80)1.,_ , ©) 


Sy —}1 = — ao 


Fir die emfachsten Falle von zwei, drei und vier Dipolen hat dieser Ausdruck 


die spezielle Form 


Q2 = Io (Ba) Lo (9), (6) 


0 8 
03 = a , (80) I,, (0) 1,, (8.4) 15, (a); 


Q3 = [Io (8a) Ip (o P+2D0, (80) 1, (0), (7) 
r=}1 
a= SS 1,, So) 1,, (c) 1,—s, (86) 1s, +2, (6) 1,, (80) 1,, (2); 


4983 = — © 


Qs = [Io (84) Ip (a) 


+ BS 1,, 86) 1,, (c) 1.,—2, (8) 1s, +2, (6) 12, (80) 1,, (6). (8) 


fo 83 = — oo 
8 +83 FO 
Nun soll nach derselben Methode noch das Zustandsintegral fiir die 
besprochene flichenhafte Anordnung von fimf Dipolen mit dem Potential 
nach Forme! (3) ausgerechnet werden. Fir die Wechselwirkungspotentiale uo , 
und upg ergeben sich wieder die Fourier-Entwicklungen 


1 ce 
—T71 far ly fart) 
e Kk! = = I, ,0 ) (8.0) 1, _,0 (0) ¢ 00g 11 
root) = — x 
1 — 
iar +1)% i2r, +1) 9, 
+ a Ia + r? +1 (80) Ii ange (a) € ° e . > 
1 re A 0 1 0 1 
fot, =o 


1 
=— == Ges . 
q ** entsprechend. Dagegen ist 
1 
ea ee (— 3 cos (Fo + Ig) + cos (Xo — %p)) 


und, da 


e— cost — > # (— o) ei nt 


i= — 











i 





2 wea 


~ ree 
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ist 
- - 2 0 
—ppo2 9 9 2 9 
a k7 —_ oe t2r Wo '27, 2 
C _ p> Le, 0 30) I 2_ 0 (jaj)e % “¢ 2 
roo” os i 2 0 3 
e's 
(27? +1) % 127) +1) 9%, 
7 Ie, 0, ,(—8o) I 2_ 0 (aj)e ° | eae . 
r? 7? na 0 2 0 2 
ie ie 
- u 
— =2 He¢ 
¢ ** “ entsprechend. 
S. 
r ° it ! (Fo Fy... Med, 
Der Integrand des Zustandsintegrals ¢ ist das Produkt 


dieser Reihen. Die Terme mit ungeraden Exponenten liefern wieder 
keinen Beitrag zum konstanten Glied: dieses setzt sich zusammen aus 
den Termen des Produkts, bei denen 


i pa ee 2 Fe Fe ee pe 
nh =% =r, =71, = 9, fo T% TI TI =9 


ist. hat also die Form 


q= FS I,, (80) 1,, (a) 1, (— 30) 1,, (a) 1,, (80) 1,., (a) 1,, (— 3) 1,, (a) 
T1, 0, %3,% =—-« 


ry tTe ts +r, = 0 


oder, da J, (— ao) = (— 1)" I, (@) ist, 


Q= S  § (—1)+I,,(80)1,,(6)1,,(80)1,,(0)1,,(80)1,,(a)1,,(80)1,, (0). (9) 
Pir Poo "on IG = 


Tr +Te+r3+% = 0 

Es treten also im Fall des Quadratgitters beim Zustandsintegral negative 
Terme auf. 

Das Zustandsintegral fiir ein beliebiges Quadratgitter ergibt sich ganz 
entsprechend. 

Diskussion. Wenn der potentielle Faktor Q, des Zustandsintegrals als 
Funktion von ¢ = @/T bekannt ist, berechnen sich daraus der potentielle 
Anteil de ien Energie f, der inneren Energie uv und der spezifischen 
Anteil der freien Energi der inneren Energi 1 der zifischer 

‘firme c_, fiir das betrachtete System von N Rotatoren oder Molekilen 
Warme c¢,,, fiir das betrachtete System von N Rotat ler Molekil 


nach den Formeln 


j= — kT InQy, 
ia ‘oie _ pe inex 
do ’ 

pal ge nen 


Crot — do2 
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Pro Mol ergibt sich 


R 
F =—=S_ T InQy, 
N 
: R_dinQy 
U —_ oo oe 0) Un ; 
N do 
R .dlnQy 
ra. oti — g2 Os 
N do? 
Zu U und C,,, tritt noch additiv der kinetische Anteil } & T baw. } R hinzu. 
. : ; } m= 1 
In dem hier behandelten Fall eimer Dipolkette ist o = BRT also 
Zr kK 
m* alee sl 
— = 2 Bh Das Zustandsintegral ist eine unendliche Reihe von Produkten 


aus Bessel-Funktionen: das erste Glied hat fiir alle N die Form 
[Ip (8.0) Ip ()|)*—?. 


Im Fall zweier Dipole ist nur dieses Glied vorhanden: bei mehreren kommen 
hdhere Glieder dazu. Dieses erste Glied liefert pro Bindung zwischen je zwei 
Dipolen den Beitrag — k T In (Jo (a) Jo (3.0)) zur freien Energie; das ist die 
freie Energie fiir zwei Dipole allein. Dieser Term entspricht also der un- 
mittelbaren Wechselwirkung von je zwei Nachbarn, wihrend die anderen 
Glieder vom Zusammenwirken innerhalb der ganzen Kette herriihren. 

Bei kleinen o, d.h. hohen Temperaturen oder groBen Abstanden und 
kleinen Momenten, also schwacher Bindung, reduziert sich das Zustands- 
integral auf das erste Glied, denn die Bessel-Funktionen héherer Ordnung 
sind fiir klemes Argument klein gegen Jp. Bei hoher Temperatur bzw. 
schwacher Bindung ist also nur die unmittelbare Nachbarwirkung mab- 
gebend; wird die Temperatur niedriger bzw. die Bindung starker, dann tritt 
immer mehr das Zusammenwirken der ganzen Kette in Erscheinung. 

Der Grenzwert der inneren Energie und der spezifischen Warme fiir 
kleine o laBt sich leicht angeben. Fir die Funktion Jp (¢) = Jp (va) gilt die 
Potenzreihenentwicklung 


9° 


o~ ; 
also 
Ip (80) =1+ 7 hs aces 
0 2 
Wile «« t+... 
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Also ist bei kleinen o 
InQy ™ In [Ip (8a) Ip (a) }*—4, 





10 o2 
N—1 
Un — —RO-5c0-0 fir oO, 
N 
Ce ~ ~—* Ro?-5 +0 fir o — 0. 


Der Anteil der potentiellen Energie an der spezifischen Wiarme verschwindet 
also fiir kleme o, d. h. hohe Temperaturen oder schwache Bindung: das ist 
auch zu erwarten, denn unter diesen Bedingungen rotieren die Dipole frei, 
ohne sich wesentlich zu stéren. 

Beim Zustandsintegral Qs» fiir zwei Dipole laBt sich auch der asymp- 
totische Wert fiir grobe o, also medrige Temperaturen angeben. Fiir die 
Funktion Jp (a) gilt die asymptotische Entwicklung 








e? 
@) = ——, 
’ j22o0 
also ist 
I 40 
Os» = I (o 80 a Es 
de o (a) Lo (8a) anol8 
InQ@s ™ const + 40 — Ing 
und damit 
1 
u~ —kO(4——) = —4kO +47, 
\ o 
Crot ™~ I. 


Pro Mol ist also 


U~ —2RO+-7, 


R 

Cro & 3° 
Fiir den Anteil der potentiellen Energie an der spezifischen Warme ergibt 
sich also der Wert $3 R pro Mol. Das ist ebenfalls zu erwarten, denn bei 
niedrigen Temperaturen werden die Dipole nur kleme Schwingungen um die 
Gleichgewichtslage ausfiithren, wirken also wie zwei gekoppelte harmonische 
Oszillatoren, und diese liefern tatsichlich den potentiellen Anteil 2 -—> zur 


spezifischen Warme, also pro Mol } R. 
Fir 7 = 0 nimmt die innere Energie u den Wert — 4kO@ an. Das ist 
der (kleinstmégliche) Wert der potentiellen Energie in der Gleichgewichtslage 
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der beiden Dipole. Diesen Wert kann man auch direkt ermitteln; die beiden 
Dipole sind im Gleichgewicht, wenn sie gleichgerichtet in Richtung ihrer 
Verbindungslinie stehen. Dann sind in Formel (1) fiir die potentielle Energie 


m2 ; 
ujo=> — 9 3 (8 Cos (d, + #2) + COs (A; _ De) 
= — kO(8cos (# + B) + cos (8, — 82) 
die Winkel #; = #2 = 0 oder a zu setzen, also ergibt sich tatsiachlich 


fir T — 0 
u=—4kO und U = —2 RO. 


Bei mehr als zwei Dipolen laBt sich das Zustandsintegral fiir grobe o 
nicht asymptotisch auswerten: man kann aber hier ebenfalls den potentiellen 
Anteil der spezifischen Warme und inneren Energie fiir niedrige Temperaturen 
oder feste Bindung direkt angeben. In diesem Grenzfall werden die Dipole 
wieder kleine Schwingungen um die Gleichgewichtslage ausfiihren ; sie wirken 
ulso wie N gekoppelte harmonische Oszillatoren, ihre potentielle Energie 
hefert den Beitrag N -}k zur spezifischen Warme, pro Mol also } R. Die 
innere Energie nimmt fir 7 = 0 den Wert des Potentials in der Gleich- 
gewichtslage an, darin sind wieder alle Dipole gleichgerichtet in Richtung 
ihrer Verbindungslinie; in dieser Stellung sind die Winkel 7; = do ... 
= #, = 0 oder 2, also ist fir T = 0 
N-1 

N 


Um den genaueren Verlauf von Energie und spezifischer Warme zu 


RO. 





u= —4(N—1)kO und U=4 


studieren, wurde fiir die emfachsten Faille von zwei, drei und vier Dipolen 
das Zustandsintegral fiir die o-Werte von o = 0 bis o = 2,0 in Intervallen 
von 0,2 und fiir o = 3 und o = 5 berechnet!), auBerdem fiir zwei Dipole 
die innere Energie und spezifische Warme, die sich analytisch aus dem 
Zustandsintegral berechnen lassen; es ist ja 
Q2 = Ip (a) Ip (89), 

also mit Beriicksichtigung der Beziehung 

d I,, () 1 

—“ = —(] o)+1,_,(o 
do a (ln+1 (9) n—1(0)), 
ain® _ h(@) , gh(@o) 


= -——- , 10 
do = Ig(a) ! 19 (80) 10) 

') Die Werte fiir die Bessel-Funktionen wurden folgenden Werken ent- 
nommen: Jahnke-Emde, Funktionentafeln, 3. Aufl., Berlin 1938; Anding, 
Sechsstellige Tafeln der Bessel-Funktionen imaginéren Arguments. Leipzig 1911; 
Watson, Theory of Bessel Functions. Cambridge 1922. 


Oa da 





a Ae EE cage : 


NE 





“nl 
Pr 


le 





= ee pet oy 











Systeme gekoppelter Rotatoren. 58 


a 


(11) 


9 a . iia 2 ° oo 2 \ 

do? 2 2 In(o I} (a) 2 2 19(80) I (80) 
Bei drei Dipolen wurde die mnere Energie fiir die angegebenen o-Werte 
ebenfalls durch ghedweise Differentiation von Formel (7) berechnet, es ist 


dInQo 1 1k) I) & 1 I, (80) w ead 
; 


danach 
d i s) 
a = 2 | 2 (a) L, (o) i (3a) + 21 (830) i (a) (1,41 (a) + = @))] 


+ 313 (a) 1, (8a) 1, (80) + S 12 (6) 1,(80) (1, (80) + 1,_; 80) |}. (12) 


r=1 
Im Falle von vier Dipolen wire diese Art der Berechnung zu kompliziert 
gewesen; die innere Energie wurde daher aus dem Zustandsintegral durch 
numerische Differentiation nach o bestimmt. Damit war in allen drei 
Fallen der potentielle Anteil der inneren Energie als Funktion von o und 
damit als Funktion der Temperatur bekannt. 

Wenn em Umwandlungspunkt vorhanden ist, macht er sich in der 
Energie-Temperaturkurve dadurch bemerkbar, dafi die Energie sprunghaft 
(oder jedenfalls in einem kleinen Temperaturintervall) um emen gewissen 
Betrag ansteigt. Ein derartiger sprunghafter Anstieg ist bei den wenigen 
betrachteten Dipolen noch nicht zu erwarten, sondern es ist anzunehmen, 
dab sieh ein solcher erst im Grenzfall sehr vieler Dipole ergibt: es tritt aber 
schon bei den einfachen Fallen ein plétzlicher steilerer Anstieg der U T-Kurve 
und dementsprechend ein Maximum der spezifischen Warme auf, und zwar 
wird dieser Anstieg immer plétzlicher und steiler und damit das Maximum 
immer schirfer und héher mit wachsender Dipolzahl. 

Triigt man die durch RO dividierte innere Energie pro Mol U/R@ als 
Funktion von 7/0 auf und wahlt den Nullpunkt der Energie durch Addition 





von 4 — so, dab die Kurve fir T/O = 0 mit U = 0 beginnt, dann 
N U (U1T 
schlieBt sich diese fir kleine JT der Geraden 7% = 3 6 welche die 


Energie harmonischer Oszillatoren darstellen wiirde, steigt dann plotzlich 
steiler an, um schlieBlich wieder flacher weiterzulaufen. Fir grobe 7 geht 


sie gegen den Grenzwert 





U. _ ,N-1 
RO” N 
In Fig. 8 ist der Ubersichtlichkeit die Gre —— — = — fhe sweis died 
n fig.o 18 er UbDersicnticnhkelt wegen dle UTrobe Ro 20 ur ZWel, are! 


1 7T 


und vier Dipole aufgetragen, also die Abweichung von der Geraden > O° 


AuBerdem ist in Fig. 4 die — fiir den Fall N = 3 und N = 4 aus Fig. 3 
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durch graphische Differentiation gewonnene — Kurve der spezifischen 
’ 
= Crot ° . » ge - 
Wiirme pro Mol gezeichnet. Man sieht, daB die Kurven den besprochenen 
QS y 
G50 ? 
Sle G25) 
“Ie, 
I 
SI 
0 
25 10 45 
L = 
4 








Fig. 3. Innere Energie. 


Verlauf haben: Es tritt ein plotzlicher steiler Anstieg und dementsprechend 


ein Maximum der spezifischen Wirme auf; der Anstieg wird immer plétz- 
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Fig. 4. Spezifische Wirme. 


licher und steiler, das Maximum scharfer und héher mit steigender Dipolzahl, 
auBerdem riickt das Maximum nach héheren Temperaturen. Besonders 
charakteristisch ist der Anstieg der spezifischen Warme zum Maximum, der 
bei steigender Dipolzahl immer steiler wird. 

Man kann also vermaten, daB sich im Grenzfall unendlich vieler Dipole 
tatsachlich ein scharfer Umwandlungspunkt mit sprunghaftem Anstieg der 
Energie und einer Spitze in der Kurve der spezifischen Wirme ergibt. 


In Tabelle 1 sind noch die Werte fiir die zum Maximum von (_, ge- 


C 
rot 5 
horige Temperatur T’,,/O, die maximale spezifische Wirme C,,,/R und die 
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Energie U,,/RO (U = 0 fir T = 0) an der Stelle des Maximums der spezi- 
fischen Warme fiir zwei, drei und vier Dipole zusammengestellt. Die Tem- 
peratur 7',, nimmt mit steigender Dipolzahl zu, von zwei auf drei stark, 
von drei auf vier wesentlich weniger. Diese Zunahme kann damit erklart 
werden, daB auf zwei Dipole eine Bindung, auf drei Dipole zwei Bindungen 
und auf vier Dipole drei Bindungen kommen, dah also die Koppelung im 
Verhaltnis immer fester wird. Fiir grobe Dipolzahl wiirde danach die 
Maximumtemperatur einen festen Grenzwert, die Umwandlungstemperatur, 
amehmen. Die Héhe des Maximums der spezifischen Wiairme nimmt mit 


steigender Rotatorenzahl zu, wie es zu erwarten ist. In Spalte 5 der Tabelle 


Tabelle 1. 





N Tm Cm Um = = 
e) R R® Uy 
2 0,43 0,61 0,27 0,14 
3 1,15 0,91 : 0,80 0,30 
4 1,3 1,01 | 1,01 0,33 


ist das Verhiltnis der Energie an der Stelle 7,,,/O zum Grenzwert U_ der 
Energie fiir unendlich hohe Temperaturen eingetragen. U ist die Energie 
im Zustand der gleichférmigen Rotation aller Rotatoren. Die Werte U,,/U, 
fir drei und vier Dipole unterscheiden sich schon sehr wenig, sie liegen 
bei 3. Wenn man die Stelle des Maximums der spezifischen Warme mit 
dem Umwandlungspunkt identifizieren kann, so ist also beim Umwandlungs- 
punkt und dariiber die Bewegung der Rotatoren von einer gleichférmigen 
oder auch nur nahezu gleichférmigen Rotation noch wesentlich verschieden. 
Fir den besprochenen Spezialfall des ebenen Netzes wurde ebenfalls 
das Zustandsintegral und daraus durch numerische Differentiation die 
innere Energie berechnet und diese als Funktion der Temperatur auf- 
getragen. Sie zeigt ein entsprechendes Verhalten wie im Falle der Kette, 
nur ist der Umwandlungseffekt relativ schwach ausgeprigt. Das ist darauf 
zuriickzufiihren, daB vier von den fiinf Molekiilen nur mit einem Nachbar 
zusammenwirken; es fillt also die eigentliche Kettenwirkung weg. 


Meinem hochverehrten Lehrer, Herrn Prof. Dr. G. Hettner, der die 
Anregung zu dieser Arbeit gab, danke ich bestens fiir seine tatkriaftige 
Unterstiitzung und sein stets forderndes Interesse. Den Herren Prof. Dr. 
W. Wessel und Dr. habil. W. Dahl ke danke ich fiir anregende Diskussionen. 


Jena, Theoretisch-Physikalisches Seminar, September 1939. 
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Uber die Sto8verbreiterung und statistische Verbreite- 
rung von Spektrallinien. 


Von Gerd Burkhardt, Kiel. 
Mit 13 Abbildungen. (Eingegangen am 27. Marz 1940.) 


Es wird eine einfache Methode entwickelt, nach der die Form einer durch Fremd- 
gaszusatz verbreiterten Spektrallinie berechnet werden kann und die das Zu- 
sammenwirken von statistischer Theorie und StoSverbreiterung in iibersicht- 
licher Form erkennen laBt. Vergleich der berechneten Linienform, Verschiebung 
und Halbwertsbreite mit experimentellen Ergebnissen und Diskussion ihrer 
Druck- und Temperaturabhangigkeit. Die dabei benétigten Zahlenwerte der 
Konstanten des ersten Gliedes des van der Waalsschen Kraftgesetzes C/r® 
werden schlieBlich nach einem Niaherungsverfahren berechnet und die GréBen- 
ordnung der héheren Glieder abgeschitzt. 


1. Einleitung. 


Das Problem der Berechnung der Form einer durch Einwirkung anderer 
Atome verbreiterten Spektrallinie laBt sich von zwei verschiedenen Grenz- 
fallen her in Angriff nehmen. Betrachtet man namlich einerseits die Stérung 
der Terme des strahlenden Atoms durch das Kraftfeld der benachbarten 
stérenden Atome, so erhalt man durch die statistische Verteilung der letz- 
teren im Gas eine entsprechende Verteilung von allen méglichen Frequenz- 
ainderungen, insgesamt also eine verbreiterte Linie (Statistische Verbreiterung). 
Das Kraftfeld der Stérung ist verschieden, je nachdem die Stératome von 
derselben oder von anderer Art wie das strahlende Atom oder aber geladene 
Teilchen sind. Die vorliegende Arbeit beschrinkt sich auf den Fall von 
Fremdgasatomen, wo die Wechselwirkungskrifte van der Waalsscher 
Natur sind. Derartige Uberlegungen hat zuerst J. Stark) angewandt; 
P. Debye, J. Holtsmark!) und spiaiter — besonders fiir Fremdgase — 
H. Margenau?) und H. Kuhn 8) machten sie zum Ausgangspunkt der 
Berechnung der Linienform. 

Im Gegensatz zu dieser rein statischen Betrachtungsweise der druck- 
abhingigen Lintenverbreiterung kann man tm anderen Grenzfall den zeit- 
lichen Vorgang der Stérung in den Vordergrund stellen, indem man von 
der direkten Wirkung der Frequenzinderung ganz absieht und nur die 





1) Altere Literatur findet man in den zusammenfassenden Berichten iiber 
das vorliegende Problem zitiert, siehe z. B.: V. Weisskopf, Phys. ZS. 34, 1, 
1933; H. Margenauu. W. W. Watson, Rev. Mod. Phys. 8, 22, 1936; P. Schulz, 
Phys. ZS. 39, 412, 1988. — *).H. Margenau, Phys. Rev. 40, 387, 1932; 48, 
755, 1935. — 8) H. Kuhn, Phil. Mag. 28, 987, 1935. 
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wihrend des Voriiberganges eines Stératoms hervorgerufene Phasen- 
inderung in Betracht zieht. Ist diese grof genug, dann erscheint nach jeder 
Stérung der Schwingungszug unterbrochen, die Fourier-Zerlegung ergibt 
eine verbreiterte Linie in Dispersionsform (Stofverbreiterung). Nach dieser 
letzteren Uberlegung wurde zuerst von H. A. Lorentz die Druckverbrei- 
terung von Spektrallinien berechnet. Spater haben Lenz 4) und insbesondere 
Weisskopf2) seine Gedankenginge weiter ausgebaut. 

Um beiden Grenzfillen gerecht zu werden, hat Lenz 3) eine allgemeine 
Theorie der Linienverbreiterung auf klassischer Basis entwickelt. Leider 
sind die dabei durch die Rechnung bedingten Vereinfachungen so stark, 
daB das Resultat nur auf einen beschrinkten Teil der Linienmitte anwendbar 
bleibt. Eine wellenmechanische Behandlung des Problems stammt von 
Jablonski‘), derart, daB die Wahrscheinlichkeitsverteilung der den 
Elektronensprung begleitenden gesamten Anderung der Bewegungsenergic 
aller N Stératome berechnet wird, die mit dem strahlenden Atom als N + 1- 
atomiges Molekiil betrachtet werden (Condonsche Naherung: Elektronen- 
eigenfunktionen unabhingig von den Kernkoordinaten). Eine Reihen- 
entwicklung ergibt die Wirkung der Ein-, Zwei- und Mehrfachstébe. Es 
zeigt sich, daB statistische und Stobverbreiterung als Grenzfalle in der all- 
gemeinen Theorie enthalten sind. Anders geht Reinsberg 5) vor, indem er 
den EinfachstoB als wellenmechanisches Dreikérperproblem zwischen 
Stératom, Leuchtelektron und Atomrumpf behandelt und aus dem Er- 
wartungswert der EKnergieterme des strahlenden Atoms nach Weisskopf- 
Wigner die Linienform berechnet. Das Ergebnis stimmt mit der klassischen 
Theorie iiberein und enthalt wieder die beiden Grenzfiille. Bei beiden 
Arbeiten wird jedoch eine Auswertung fiir praktische Anwendungen wegen 
ihrer mathematischen Kompliziertheit nahezu unmdglich ®). 

Es erschien daher nicht iiberfliissig, den Versuch zu machen, eine mog- 
lichst einfache Theorie zu entwickeln, deren Ergebnisse leicht mit solchen aus 
dem Experiment verglichen werden kénnen und die infolge ihrer Ubersicht- 
lichkeit das Zusammenwirken der an der Linienverbreiterung beteiligten 





1) W. Lenz, ZS. f. Phys. 25, 309, 1924. — *) V. Weisskopf, ebenda 75, 
287, 1932. — *) W. Lenz, ebenda 80, 423, 1933. — *) A. Jablonski, Acta Phys. 
Polon. 6, 371, 1937; 7, 196, 1938. — *)C. Reinsberg, ZS. f. Phys. 111, 95, 1938. 
— *) Nach Fertigstellung dieser Arbeit erschien noch eine Abhandlung von 
L. Spitzer, Phys. Rev. 55, 699 und 56, 39, 1939, tiber die Druckverbreiterung 
von Wasserstofflinien durch Ionen. Seine Methode (Mittelung iiber alle StéBe 
mit verschiedenen StoBparametern und Geschwindigkeiten) ist der hier ein- 
geschlagenen sehr verwandt und liefert fiir den Fall des Wasserstoffs, verbreitert 
durch Ionen, den hier fiir Fremdgasverbreiterung abgeleiteten entsprechende 
Ergebnisse (,,Verschmierung’’ der Holtsmark-Verteilung durch Lorentz-Effekt). 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 115. 39 
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physikalischen Ursachen und ihre gegenseitige Abgrenzung erkennen laBt. 
Zweckmiabigerweise wird dabei die klassische Theorie der Rechnung zugrunde 
gelegt, nachdem ja schon Weisskopf!) gezeigt hat, daB sie unter weit- 
gehenden Annahmen mit der wellenmechanischen iibereinstimmt. Somit 
bot sich als geeigneter Ausgangspunkt der folgenden Uberlegungen die Arbeit 
von Lenz (I. ¢.), der ich mich in manchen wesentlichen Dingen angeschlossen 
habe. 


2. Berechnung der Intensitdtsverteilung. 


Wir werden uns im folgenden auf die Linienverbreiterung durch Fremd- 
gase beschranken und ferner nur Einzelst6éBe beriicksichtigen, was infolge 
der geringen Reichweite der van der Waalsschen Krafte bei nicht allzu 
hohen Drucken gerechtfertigt ist. Der EinfluB der iibrigen Stératome soll 
im nichsten Abschnitt abgeschaitzt werden. 

Es sei nun 9”) die Kreisfrequenz des ungestérten strahlenden Atoms, 
die durch Voriibergiinge von Stératomen eine zeitabhingige Verstimmung 
f (t) erfahren mége. Diese wird dann in erster Naiherung gegeben durch 

oe 22C 22C 1 

1) = gs = et HE (1) 

wobei r (f) den Abstand der beiden Atome, o den StoBparameter und v die 
Relativgeschwindigkeit bedeutet. C ist die Konstante des van der Waals- 
schen Kraftgesetzes. Ihre Berechnung wird fiir einige spezielle Fille in 
Abschnitt 5 durchgefiihrt, auch beziiglich der Berechtigung des Naherungs- 





ansatzes (1) sei auf diesen Abschnitt verwiesen. Die Schwingung des strah- 

lenden Atoms, als klassischer Oszillator betrachtet, wird dargestellt durch: 
: 

a F (mot + | s@ dt) 


Ihre Fourier-Analyse ergibt fiir die Intensitiét bei der Frequenz : 


es 
J (w) a | ei Mo —ab+ i| fio dt 4/2. (2) 


— oO 


Fir die Berechnung dieses Integrals ersetzen wir zur Vereinfachung die 
kontinuierlich erfolgende Frequenzianderung f (/) wihrend eines Stobes durch 


!) V. Weisskopf, Phys. ZS. 34, 10, 1933. Die dortige Aussage ist im 
wesentlichen die, daB die klassische Theorie giiltig ist, solange die de Broglie- 
Welle des stoBenden Teilchens klein ist gegeniiber dem StoBparameter, was fiir 
schwerere Partikel, wie z. B. fiir Ar gegen Na oder Hg, sicher weitgehend erfiillt 
ist. Daher erscheint mir die Kritik Jablonskis (I. c.) an der Weisskopfschen 
Uberlegung nicht ganz gerechtfertigt. — *) » bezeichnet hier, wie durchwegs 
in dieser Arbeit, die Kreisfrequenz. 
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eine plétzliche und wihrend einer gewissen Stérungszeit T, konstante Ver- 
stimmung Aw (s. Fig.1) derart, daB die gesamte Phasenverschiebung 
wihrend eines Stobes (d.h. die Fliche unter der Kurve in Fig. 1) unver- 
indert bleibt, woraus man wie folgt t, und 4m bestimmen kann. Die 
Phaseninderung zur Zeit ¢ wird nimlich: 


t t 


9 (t) = far = = | 


— oo 


2n2C 


) (e + (vt)?)8 dt (3) 


und dieses Integral kann nach Lenz (I. ¢.) sehr gut durch eine abgeschrigte 


oy 











™ 


“7 











Fig.1. Frequenz- und Phaseninderung wihrend eines Stofes. 


Stufe (s. Fig. 1) approximiert werden, mit der Linge — xo/v St < + xo 





, wobei die Konstanten x und y von Lenz graphisch 


und der Hohe 2xy 


vo 
bestimmt wurden zu: 
S3x=2=150; y» = 0,76. 





Man erhilt somit die Zeitdauer der Stérung und die Frequenziinderung 
wihrend dieser Zeit: 


, 


T, = 15£ (4), Aw = 5 mit C’ = 0,76-22C (5) 
= 


in Abhingigkeit vom StoBbparameter o und der Relativgeschwindigkeit v. 
In der restlichen Flugzeit t, zwischen zwei StéBen sendet das Atom die un- 


gestérte Frequenz @p aus. Das zu berechnende Integral (2) zerfillt somit 
39 * 
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in eine Summe von Einzelintegralen, die jeweils tiber die betreffenden 
,»flugzeiten’ bzw. ,,Stérungszeiten“ zu erstrecken sind: 


J (w) Ms Si [ eto—eredt es >> genet aye dt 2 (6) 
"f "8, 

Diese Quadratsumme laBt sich zerlegen in eine Summe der Quadrate 
der einzelnen Summanden, falls die Phasendifferenzen zwischen den einzelnen 
Gliedern vollig regellos verteilt sind, so daB man erhilt: 

t =) t a) 


J (wo) = Sy) feem—otde? + Sal fret rPtar®, 7) 
"Ti "8; 
Das erste Glied rechts ergibt offenbar nach Mittelung iiber die verschiedenen 
Lingen der Flugstrecken Ty, eine einfache Dispersionsverteilung 
Cf 
(<2 — ow)? + (1/7)? 


die wir als ,,Flugspektrum™ bezeichnen wollen und die identisch ist mit der 


J; (w) = (8) 


Lorentz-Weisskopfschen Stof{verbreiterung. Unsere Erweiterung gegen- 
iiber der letzteren Theorie besteht also darin, da{b wir die Stérungszeit r, 
nicht als unendlich kurz ansehen und damit ein Zusatzglied J,, das ,,Sté- 
rungsspektrum™, erhalten, das offenbar auch fiir die Unsymmetrie der 
Linienform verantwortlich ist. Die mittlere Flugzeit t, und damit die Halb- 
wertsbreite des Flugspektrums findet man, indem man von der mittleren 
Zeit zwischen zwei Stéken 7 die mittlere Zeitdauer einer Stérung t,, deren 
cenauer Wert noch im folgenden bestimmt werden soll, abzieht, also 

ty =TtT—T. (9) 
Die Zeit t zwischen zwei StéBen ergibt sich aus der mittleren StoBzahl z 


nach der kinetischen Gastheorie: 


1 /2a RT 
dad Shs 2No; | (10) 
—s baal 1 aon 
worin N die Zahl der Stératome pro em’, — = — + — die reziproke redu- 


uh Mm Ms 
zierte Masse der beiden StoBpartner bedeutet, wahrend iiber den ,,wirk- 
samen Stobradius gg sogleich verfiigt werden wird. 

Dazu ist vorher noch eine Bemerkung noétig tiber die Auflésung der 
Quadratsumme in Gleichung (6). Der Ubergang zu Gleichung (7) ist namlich 
sicher dann nicht mehr zulissig, wenn die durch St68e hervorgerufenen 
Phaseninderungen im Mittel sehr klein sind. Bei kleinen Drucken laBt sich 
diese Schwierigkeit nach dem Vorbild von Lenz und Weisskopf derart 





n 
: 
q 
’ 
' 





as 

















StoBverbreiterung und statistische Verbreiterung von Spektrallinien. 597 


umgehen, daB man die Stérungen, die nur eine kleme Phaseninderung 
hervorrufen, also die entfernten Voriibergiinge unterdriickt. Man hat 
demnach eine obere Grenze des StoBparameters fiir noch ,,wirksame St6be** 
festzulegen und damit einen ,,wirksamen StoBradius‘‘ o9 zu bestimmen. 
Weisskopf (Il. c.) geht dabei so vor, da® er Phaseninderungen O = 1 (an 
einigen Stellen steht statt dessen, wohl irrtiimlicherweise,9 > 22) noch als 
wirksame Stée auffabt. Wir haben durch eine genauere Uberlegung, die 
im einzelnen im Anhang ausgefiihrt wird, diese zunichst etwas willkiirlich 
erscheinende Festsetzung niher begriindet und verscharft. Nach unseren 
Rechnungen ergibt sich Oy = 1,1 als kleinste noch als Stob zu zihlende 
Phasenstérung. Da nach Gleichung (3), (4) und (5) 

1,5 C’ 

— _— vo > 


so folgt daraus als obere Grenze des Stobparameters der ,,wirksame Stob- 


15 C’\}/; 
¢ = (5--) ; (il) 


radius” 


Wie im Anhang gezeigt, und auch leicht einzusehen, verschiebt sich 
bei hohen Drucken die Grenzphasenstérung 9, nach kleineren Werten. Der 
wirksame StoBradius 9) nimmt also zu, was aber zugleich bedeutet, daB dann 
die Rechnung mit Einzelst68en nicht mehr zuilissig wird. Wir wollten uns 
jedoch hier ausdriicklich auf deren Behandlung beschrinken und halten somit 
durchweg an dem Wert ©) = 1,1 fest, der etwa bis zu relativen Dichten 
(bezogen auf Normaldruck und 0° Celsius) der GréBenordnung 20 bis 30 giiltig 
ist. Wie die Wirkung der entfernteren Atome in erster Naiherung noch mit- 
beriicksichtigt werden kann, wird in Abschnitt 3 ausgefiihrt. 


Mit dem somit festgelegten StoBradius og kann nun die mittlere Zeit 
zwischen zwei StéBen t nach (10) berechnet werden. Von dieser miissen wir, 
um die Flugzeit t, zu finden, nun noch die mittlere Stérungszeit T, subtra- 
hieren. Zu deren naiherer Bestimmung wenden wir uns nunmehr der Be- 
rechnung des Stérungsspektrums zu. 


Dieses war nach (7) gegeben durch den Ausdruck: 


P _ , or 2 1 — cos [(@; — @) T,, ] - 

. —— Se 1(M%—- W+ JW t! = >i + ; ( 

” | : | (w; — w)* is 
a 


mit w’ = wm + Ao. 


Betrachten wir zunichst St68e mit einem festen StoBparameter 0, so 
haben wir iiber alle Geschwindigkeiten zu mitteln. Die Zahl der Teilchen, 
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die pro Sekunde im Abstand 9 mit einer Relativgeschwindigkeit zwischen v 


und v + dv voriiberfliegen, ist proportional 


: ’ 2RT 
ve (vite 72 dv mit vo = ) — }), (18) 
lu 
Der Beitrag der ,,o-Voriiberginge“ zu J, wird also: 
oo 
’ 1— cosz/zx 
i, (0, w) = const - | e-* da, 
0 
wo 
a=v/t und z= (w’ —o@) 1,5 0/t% = (w' —o) T,. 


T,, ist nach der Definition (4) die zur Geschwindigkeit v9 und dem Stob- 
. parameter o gehdrende Stérungs- 
zeit. Die graphisch erhaltene Lésung 
dieses Integrals wird durch folgende 


Dispersionsverteilung in guter Na- 





herung wiedergegeben (siehe Fig. 2): 
O8 

Ss : ; Cs 

S is (0,@) = —s———= (14) 


(o’ —o? + (Vaz,2° 


Die Bestimmung der Konstanten ¢, 








erfolgt spater aus der Normierungs- 





ov & FT 


. 7 


bedingung fiir die Intensitat. 
Fig 2. Zur Geschwindigkeitsmittlung. Jedem Voriibergang e entspricht 
also eine solche Dispersionsverteilung 
mit dem Maximum an der gegeniiber der ungestérten Frequenz mp um das 
Stiick Am = C’/o® [nach Gleichung (5)] verschobenen Stelle w’. Ich erhalte 
somit J, (w) durch Uberlagerung aller dieser Spektren 7, (0,@) von 9 = 0 
bis zu dem gréBten noch als ,,5toB* zu beriicksichtigenden Parameter 0 
nach Gleichung (11), wobei jedes mit einem Gewichtsfaktor W (0) do ent- 
sprechend der Haufigkeit der Voriiberginge zwischen 9 und 9 + do zu 


versehen ist; also 


(w’ (0) — wy? + (I 2) Ty, (o))2” 


Zur weiteren Ausrechnung iiberlegen wir, daB die Wahrscheinlichkeit 
fir einen ,,Treffer‘‘ mit dem StoBparameter zwischen 9 und 0 + do durch 


W 
J,(w) = 6, | (e)de (15) 





1) Siehe z. B. H. Fowler, Statistische Mechanik, 8. 419. Leipzig 1931. 
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220do0 gegeben wird. Multiplizieren wir das noch mit der Wahrschein- 

 jichkeit, daB das zweitnichste Stératom eine Entfernung > 9 vom strahlen- 

den Atom hat (wir wollen ja nur EinzelstéBe beriicksichtigen!), so erhalten 

wir fiir die Hiiufigkeit der ,,o-St6éBe*, bei der Dichte von N Atomen/cm3: 
4a 4a 


—_ N The —_ Noa ® 


W (o)do = const -2gdg-{ ere 3°" do=K-pe * ‘do. (16) 
g 
Die Konstante ergibt sich aus der Forderung: 


jw (0)do = 1 


6 
zu 
: 8 4m ,,\" ‘ 
K = ——,.( N) (17) 
(= 3? y) . 3 
4%... , — _ 
wobei y = — No, gesetzt ist, und die ,,unvollstandige Fakultit’* durch 
u 
(a, y)! = | e-ttdt 
0 


definiert ist1). 

Wir kénnen daraus jetzt leicht den Mittelwert der Stérungszeit 
tT, = 1,5 0/v [Gleichung (4)] finden, den wir zur Berechnung der Flugzeit 
aus der Zeit zwischen zwei StéLen nach Gleichung (9) bendtigen und der 
bisher noch offen geblieben war. Wir haben dazu iiber alle in Betracht 
kommenden StoBparameter, sowie tiber alle Geschwindigkeiten nach (13) 


zu mitteln: 


oo 


. { (/e) e~ Wire” 3 dr 
t, = 1,5 | o W(e)do-° —__— — 152 (18) 
7 [er Wivo v3 di 
0 


Der mittlere StoBparameter 0 ergibt sich nach (16) und (17) zu 


e-9—1 £42 ..\-! 
a Ti Nn) 3 
+ (=) wi 8 m) 
was sich fiir kleine Drucke einfach auf 
Q _ § 00 





') Siehe Jahnke-Emde, Funktionentafeln, Leipzig 1933; oder die aus- 
fiihrlichen Tafeln von K. Pearson, Tables of the incomplete J-Fumction, 
London 1922. 











600 Gerd Burkhardt, 


reduziert!). Die Mittelung iiber 1/v liefert offensichtlich den reziproken Wert 
der mittleren Geschwindigkeit 
2 2 4/2RT 
v0 =S SUMO VV . (20) 
\z \2 lt 
Wir berechnen schlieBlich noch die Konstanten ¢, und ¢, in Stérungs- 
und Flugspektrum, Gleichungen (15) und (8). Dazu wollen wir die Inten- 
sititen so normieren, dab die Gesamtintensitit 
oO 


] = I, + I,< | (J,+- J.) da = &B 


Es gilt aber: 
l, = Cy “TUT; 





und 
Vo vo - - 

I, =8 G° | | i, (0,w)dw-W(o0)do = c,| —T,, (0) W (0) do =| —G,° 8%, 
“ / 2 be 


wenn wir T, nach Gleichung (18) einfiithren und den Zusammenhang zwischen 
vp in T, (s. 5.598) und % nach Gleichung (20) beachten. Offenbar miissen 


sich nun verhalten 


so dab wird 


und 
I = 6, % (ty + f,) = Ge 2t = 1, 
1 ax 1 : 
also c= — und C. = J — —., (21) 
UT 2 2Tt 


Fiir das Stérungsspektrum (15) erhalt man nun endlich durch Einsetzen 
der Hiaufigkeitsverteilung (16), nach Umrechnung in Frequenzen und mit 


den folgenden Abkiirzungen: 








or 
WO —ow = ad; My —w' =A=—; wo —w=d— 4; 
Q 291 
5 lou (22) 
4? 1 1, s 
TNO" — Oo 2° - = é5 Ao — ~F 
3 y2 % 05 


') Zu beachten ist, da8 fiir z, der mittlere StoBparameter o wesentlich ist, 
wihrend in 7, der mittleren Zeit zwischen zwei StéBen, nach Gleichung (10) der 
wirksame Stofradius 0, aus Gleichung (11) eingesetzt werden muB! 
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den Ausdruck: 


. ew (a/d) 8 
ee ee. Fi 
a 
d(a—ap+ 28) ar 
worn: 
o/s a \ 
A = =(|(—}), 24 
yz sr (—hy)!’ y (+) 4) 
was sich fiir kleine Drucke (y < 1) auf 
Pi sie in 1 Ad? ‘9 , 
A =f Onur 3 (24°) 


reduziert. Es bedeutet also hierin 4p die zum Stobradius 09 gehdrende und 
damit die klemste noch im Stérungsspektrum beriicksichtigte Frequenz- 
verstimmung. T ist, wie nochmals betont sei, die Zeit zwischen zwei StéBen 
fir Teilchen mit dem StoBradius gp. 

Zur Integration approximieren wir die Dispersionsverteilung im Inte- 
granden (als Funktion von d betrachtet!) durch ihren quadratischen Verlauf 
auBen (jenseits von 3/5 der Halbwertsbreite) und durch einen linearen Verlauf 
durch Maximum und Halbwert innen, indem wir setzen: 








. 1 8 1" 
** / ~ " } 
, ad — A» fir |d— A, oo = 
: == <0) 
A": 2 1 «@ 2 A's 
pe . ee ao bat Ses 
(d — A) 2 Ai ~ 5 Whe \d—A| far d—A|S . 


Die Integration nach A zerfallt somit in Einzelteile, deren jeweilige Grenzen 
A, und deg sich aus 


8 - 
@—4,F3:—(4,)" =0 (26) 
2 o € 3 


bestimmen und aus dem Nomogramm (Fig. 3) entnommen werden kénnen 


ae bee ate ; , 8 1 
(durch geradlinige Verbindung zugehériger Werte von d und 4 = 
2 € 


liest man auf der Kurve 4, und A, ab!). Ergibt sich aus dem Nomogramm 
einer dieser Werte kleiner als die unterste Grenze Ap, so ist an ihrer Stelle 
Ao in die Rechnung einzusetzen!}]. Man erhialt so schlieBlich: 


J, (d@) = 0,98-A-(P+Q+ R). (27) 





1) Siehe P. Werkmeister, Das Entwerfen von graphischen Rechentafeln, 
Berlin 1923. Das Nomogramm zur Auflésung der obigen Gleichung ist dort 
auf S. 78 beschrieben. 








ls te 
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ad: 10°* (1) -10 
d:0°“() ze” 
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af 5 V4" - i 
x j aj 3 
a Lr Pa : n” d 
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4r 7 I 45 
= 4 e 
: 7 . 
L G0 4 d 
A 447 
a +2. ~ Fig. 3. 
- TH ip - Nomogramm zur Bestimmung der 
a ’ : Werte 4, und 4. (Zur Kurve // 
45h 445 gehért der 10fache Mafstab in d!) 
i + $40 = > 
— +7. — 
40} d od 440 
me 7 
a 4 a : I 
ry) on ined 10 445 
Le 4 
o tS ~ 
0 - 0 
i ( 
— 4 
7 . : 
ee iad 
i. al 
-4,0- -40 
-75 4-45 
ai | eg Zu Fig. 4. 
} + Skizze zur Veranschaulichung der Art 
' . der Uberlagerung der zu verschiedenen 
4 7 StoBhparametern gehiérenden Disper- 
~40- 60 sionsverteilungen zum Stérungsspek- 
a o we R trum, sowie der Art 





der Approximation 
(31) und der Bedeu- 
tung der Teilinte- 
grale P, Q und R. 
Z. B. liefern alle Dis- 
persionskurven, de- 
ren Maximum inner- 
halb des mit Q be- 
zeichneten _Inter- 
valls liegen, den An- 
teil Q@ zur Intensi- 
tat Js; an der Stelle d 
und = entsprechend 
fiir P und R. 








A, A; @ A; 
Frequensatstand von Linienmite —= 
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(Der Faktor 0,98 rithrt davon her, daB die Approximationskurve einen um 


7-4 arta at ; ' , 
— gréBeren Flicheninhalt einschliebt als die exakte Funktion.) Die 
24 2 

anschauliche Bedeutung der Integrale P, Q und R kann aus der Fig. 4 


ersehen werden, sie berechnen sich im einzelnen folgendermaben: 














i : 
@= | (gu-g anl4— 4) Ga a4 
262 
= oa, [Gs ma)! — (55 Ma) !] (28) 
+ eSa'le[(— 4, uy)! + (— $, ug)! — 2(— 4, ua)! 
— © 8rd, wy)! + 2 uy)! — 2, ua!) 


| 0. 
} mit “ =z (7) ‘; ts = (=) * tar d> Ap und uy = iz) ‘fir d <= Ao. 


2 
Fir kleine Drucke wird daraus einfach: 


| v= sé (AP*s — Ay*/s) —8e* (4y + Aj) 
Sg’ 8d (Ane + + Ay*ls) + Serdiis (28’) 
baw. fir d < Ap: 
Q = §6°(A, “8 — AZ 7s) — 8 e* (Ais — As) + Ze° (ATs — APs) (28”) 


Die Integrale P und R werden vorteilhaft etwas umgeformt : 


! 4; 
: 4; yy d— 4, . 
| fe @iatda 1 ¢ -(5-=2*))* se+1\,° | 
P= | Bon: A)2 A's _— dls e me - jaz, (29) 
Jo 4 
d— 4d 
oc d—4, : 
ba * en (@/4) "dA a 1 -(5 (==))" ——— 
a. ps Aj? A‘s d's ; ( x )ae. (90) 
4; 1 


Sie lassen sich dann leicht ein fiir allemal als Funktion ihrer Grenzen gra- 

phisch ermitteln, mit «/d als Parameter (auBer in der Linienmitte kann bis 

zu ziemlich hohen Drucken «/d = 0 gesetzt werden). Hiufig werden fol- 
gende Niherungsformeln geniigen: 

In der Linienmitte (d = Ap) ist P = 0; und in R kann A > d gesetzt 


werden: 


Rz x (F- ts)! + = (=. u2)!| (29’) 
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bzw. fiir kleine Drucke: 

R’ wh Ar + 3d- AD", (29’’) 
Im positiven (d > 0!) Linienfliigel (d >> Ap) kann R vernachlissigt werden, 
und in P ist dS A: 


2 1 1 
P= sai[(— 37%)! —(- gem)! 


4 {— x, uo)! —(- zrm)')| (30’) 


bzw. fiir kleine Drucke: 
8 1 — 1 2) 2 ¥ - 
P= —(A4)"—4i ‘+ = (Ai' — 45")). 30” 


Die Berechnung einer Linienform gestaltet sich nun also folgender- 
maBen. Aus den gegebenen Daten bestimmt man zuerst den wirksamen 
StoBradius 09 nach (11) und die zugehérige Grenzverschiebung Ao, sowie die 
Konstanten «, ¢ und A aus (22) und (24). Aus dem Nomogramm entnimmt 
man fiir eine Reihe von verschiedenen Abstiinden d von der Linienmitte die 
zugehorigen Integrationsgrenzen 4, und As und rechnet nach (28) bis (80) 
das Stérungsspektrum aus. Der mittlere StoBparameter o {Gleichung (19)] 
liefert die St6érungszeit t,, durch deren Subtraktion von der Zeit zwischen 
zwei St6Ben t nach (9) und (10) erhalt man die Flugzeit t,, mit der nun auch 
noch das Flugspektrum J, (d) nach (8) leicht sich errechnet. Die gesuchte 
Intensititsverteilung entsteht dann durch Uberlagerung von Flug- und 


Stérungsspektrum. 


3. i ne Warkung der iibrigen Stératome auf die Linienverbreiterung. 

Das Ergebnis des vorigen Abschnitts wurde erhalten unter der Voraus- 
setzung, dab die Frequenzstérung des strahlenden Atoms nur durch ein 
einzelnes Stératom hervorgerufen werde. Wir wollen jetzt versuchen, auch 
den EinfluBb der iibrigen Atome, der mit wachsendem Druck immer wesent- 
licher wird, wenigstens naiherungsweise zu beriicksichtigen. Die Wirkung 
von MehrfachstéBen soll zwar dabei noch unbeachtet bleiben, diese werden 
sicher erst bei sehr hohen Drucken von Bedeutung sein, und es soll lediglich 
die statische Kraftwirkung aller Stératome auf das strahlende Atom betrachtet 
werden. Entsprechend deren statistischer Verteilung erhalten wir nach 


Holtsmark eine Frequenzverteilung folgender Form): 
93 2 Cc’ , e N a (22)? 0’ N? 
1(6)dé = ste Ee a0. "3 


1) Siehe H. Margenau, Phys. Rev. 48, 758, 1935. 
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woraus sich der Mittelwert der durch simtliche Stératome hervorgerufenen 
statischen Frequenzstérung zu 
(22)3 


—s 


C’ N2 = 1,81-102-C N2 (82) 


ergibt. 

Um diesen Betrag mub zunachst einmal das ganze Spektrum gegeniiber 
wo verschoben werden, da das strahlende Atom im Mittel stindig diese ver- 
stimmte Frequenz aussendet, von der aus die im vorigen Abschnitt behandelte 
Verschiebung durch Einzelst6Be zu zahlen ist!). Auberdem hat man aber 
noch eine zusitzliche Verbreiterung der Linie zu erwarten, denn entsprechend 
(31) wird die Verschiebung 6 alle méglichen Werte um 6 annehmen. Diese 
Verbreiterung, die sicher ungefihr proportional mit 6 sein wird, approxi- 
mieren wir einfach dadurch, daB wir die halbe Halbwertsbreite 1/t, des 
Flugspektrums (dieses bestimmt im wesentlichen die Breite der Gesamt- 
linie, s. nachster Abschnitt!) um den Betrag 0 vergroéBern. Diese Korrektion 
stellt natiirlich lediglich eine sehr grobe Anniherung dar, jedoch scheint sie, 
wenigstens bis zu nicht allzu hohen Drucken (bis etwa 40 atm.), nach dem 
Vergleich mit experimentellen Ergebnissen, jedenfalls das Wesentliche zu 


treffen. 


4. Diskussion des Ergebnisses und Vergleich mit dem Experiment. 


«) Linienmitte. Flugspektrum und Stérungsspektrum verhalten sich 
nach dem obigen wie die zugehérigen Zeiten. Somit wird das letztere die 
Linienform (wir beschriinken uns vorliufig auf deren Mitte) ausschlaggebend 
bestimmen, wenn: 

T, > Ty. (33) 


8a 


Trotzdem ist dann diese noch nicht mit der Holtsmarkschen Hiufigkeits- 
verteilung identisch, da das Stérungsspektrum ja durch eine Uberlagerung 
von Dispersionsverteilungen mit den, den einzelnen St6Ben entsprechenden 
Verschiebungen 4m und Halbwertsbreiten 2/7, dargestellt wird, deren je- 
weilige Gesamtintensitit der statistischen Hiaufigkeit des entsprechenden 
StoBes gleichgesetzt wurde. Erst wenn die Halbwertsbreiten der einzelnen 





1) Bei der Mittelung, die zu dem Wert von 0 fiihrt, werden die bereits im 
Stérungsspektrum beriicksichtigten nahen Voriibergiinge einzelner Atome 
nochmals mitgezihlt, man miiBte also diese korrekterweise hier ausschlieBen. 
Man iiberzeugt sich aber leicht, daB infolge der sehr kurzen Zeiten, in denen das 
niichste Stératom sich innerhalb des StoBradius vom strahlenden Atom befindet, 
diese zu der Mittelbildung (32) nur sehr wenig beitragen. 











606 Gerd Burkhardt, 


Teilkurven klein gegeniiber der zugehérigen Verschiebung werden, nihert 
sich die Linienform immer mehr der Haufigkeitsverteilung an, die also fiir 
den Fall 
Aw Ts > l (34) 

das Linienprofil richtig wiedergibt. Diese Bedingung fiir die Anwendbarkeit 
der Theorie der statistischen Linienverbreiterung (Holtsmark-Margenau) 
wurde bereits von Lenz !) aufgestellt. Sie ist erfiillt bei sehr hohen Drucken, 
wegen der groBen mittleren Verschiebungen Am, oder bei tiefen Tempera- 
turen, infolge der langen Stérungszeiten T,. 

Umgekehrt finden wir nun, dab der Giltigkeitsbereich der Lorentz- 
Weisskopfschen Theorie offenbar durch die Bedingung 


Ty > Ts (35) 


charakterisiert ist. Um also dessen Grenze abzuschatzen, setzen wir in diese 
die im zweiten Abschnitt, Gleichung (9) und (18), gefundenen Werte fiir t, 


und 7, ein und erhalten: 
(),21 
N —— 6 
< 03 _ (36) 
Der Stobradius 99 kann aus der Gleichung (11) bestimmt werden, legt man 
seiner Berechnung etwa die Daten fiir die Verbreiterung der Quecksilber- 
resonanzlinie 2537 durch Argon (s. unten!) zugrunde, so nimmt er den Wert 
09 = 0,6-10-7 em an [nach (11) unabhingig vom Druck!], und die Be- 
dingung (35) fordert 
N < 1,0- 1021, 
Diese Grenze, bis zu der also das Flugspektrum iiberwiegt, entspricht emer 
relativen Dichte (bezogen auf Normaldruck und 0°C) von etwa 35. 
Wir sind aber hier bereits in emem Druckgebiet, in dem die Rechnung 
mit Kinzelst6Ben nicht mehr zulissig ist. (Man beachte die Bemerkung auf 
8. 597; der StoBradius 99 hat hier schon die GréBe des mittleren Atom- 


Pes 
3 


t ; 
abstandes = (= y) !) Wir miissen daher die Abgrenzung besser so 
vornehmen, da wir fragen, bis zu welchen Dichten die hier eingeschlagene 
Methode giiltig bleibt. Dies wird etwa so lange der Fall sein, wie die nach 
$3, Gleichung (32) abgeschitzte statische Frequenzverschiebung durch 
siimtliche Atome 0 klein gegeniiber der Halbwertsbreite 1/t, des Flug- 


spektrums ist: 


ee, 1 _ 
ly = (ON? K— wQAN Or 
f 


') W. Lenz, ZS. f. Phys. 83, 139, 1933. 
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oder 


N <2,7-10-2. os ; (37) 


Mit den oben verwandten Daten liefert dies: 
N < 0,7 - 107, 


entsprechend einer relativen Dichte von etwa 25. [Fir die Na-J)-Linien, 
verbreitert durch Argon, ist die van der Waals-Konstante etwa 
finfmal so grof (s. Abschnitt 5!); die Grenzdichte liegt dementsprechend 
fir diese ungefihr bei 10.| Da in diesem Druckbereich nach dem Obigen 
erst recht die Bedingung (35): t, >> 1, erfiillt ist, so kommen wir zu dem 
SchluB, dai bis zu relativen Dichten der GréBenordnung 10 bis 15 (fiir 
Na-Ar entsprechend bis zu um einen Faktor ~ 2 kleineren Werten) die 
Linienform wenigstens in der Umgebung der Linienmitte (iiber das Ver- 
halten der Fliigel vgl. den folgenden Abschnitt!) durch das Flugspektrum J,, 
also durch die Lorentz-Weisskopfsche Theorie, bestimmt wird. Ins- 
besondere wird die Halbwertsbreite der Linie durch 2/t, gegeben. Bei 
hoheren Drucken darf der Einflu8{ der tibrigen Stératome nicht mehr ver- 
nachlissigt werden, doch geniigt bis zu relativen Dichten von etwa 25 bis 30 
das in Abschnitt 3 diskutierte Naherungsverfahren zu deren Beriicksichti- 
gung. Erst bei noch héheren Dichten versagt die hier eingeschlagene Me- 
thode vollkommen, es ist dann auf die statistische Theorie nach Margenau 


zurickzugreifen. 


b) Die Linienfliigel. Hier macht sich erst die Unsymmetrie der Ver- 
breiterung auch schon bei kleinen Drucken wesentlich bemerkbar, und zwar 
wird der ,,positive Fliigel, nach dem hin die Frequenzverschiebungen durch 
die van der Waals-Krifte erfolgen (meist der langwellige Fliigel) stirker 
betont. Entwickelt man dort Flug- und Stérungsspektrum nach groben 
Werten von @) — @, so erhilt man: 


1 1 
J; = — gear (Wo — @) > a 
T+ (Wo — @) Tr 


und fiir das Stérungsspektrum, da in dem Integral (23) fiir groBe mp) — @ = d 
nur die unmittelbare Umgebung der Stelle 4 = d wesentliche Beitrige 
liefert : 


+ 0 a 
=, | Cee esa, (38) 
i3 9 d is (Wo — w) le 

-o P+ 
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was durch Einsetzen von A und ¢ fiir kleine Drucke ergibt: 





7 N a N "Is "Sie 
Pe ee. a Os a a 
8 (Wo — w)' (wy) —w)/* AT vy’ (Wo — w)* 


Der Intensitatsabfall nach (38) mit der 3/,ten Potenz von (wp) — @) wurde 
bereits von Kuhn (l.c.) durch eine einfache Abschitzung gefunden, sein 
Zahlenfaktor ist von dem unsrigen genaueren Wert etwas verschieden 
(27/3 statt unserer 1,52/3), woher auch sein Wert der C-Konstanten, 
bestimmt durch den Vergleich mit dem Experiment, von dem unsrigen 
(vgl. Abschnitt 5) ein wenig abweicht. Bemerkenswert ist vor allem, daB das 
Stérungsspektrum J, bei allen Drucken in geniigender Entfernung von der 
Linienmitte das Flugspektrum iiberwiegt und dort die Linienform allein 


bestimmt. 


Es ist nun noch festzustellen, wo diese Grenze zwischen Linienmitte 
und Linienfliigel anzunehmen ist. Hierzu bemerkt man zunichst, daB die 
asymptotische Forme! (38) fiir das St6rungsspektrum anwendbar wird, wenn 
im Integranden des exakten Ausdrucks (23) fiir 4 + d, also etwa von 
A < d/2 ab, immer (d — A) > A'*/e ist, dh. also: 

2 vy" 
d= Wy —o >a, = 1,36» Ay, (39) 
Man iiberzeugt sich leicht, daB in diesem Frequenzgebiet dann auch immer 
J, > Jy; ist. Die obige Bedingung labt sich noch etwas umformen, indem 
man auf der rechten Seite die mittlere St6érungsdauer tT, = 1,5 ov einfiihrt 


und damit 


2 1,18 


e's Se 





erhalt (exakt nur fiir kleine Drucke!). Wir kommen somit auf die schon 
friiher [Gleichung (34)] erwaihnte Bedingung von Lenz zuriick: 


(wm — @) tT, > 1, (40) 


der wir aber jetzt eine etwas allgemeinere Deutung zu geben haben: Dort 
(in Gleichung (84)] bezog sich nimlich das A @ auf die zu einem StoB von der 
mittleren Stérungsdauer t, gehérige Frequenzinderung 4@ = C’/o®, und 
die Bedingung (34) gab an, bei welchem Druck oder Temperatur die Gesamt- 
form der Linie durch eine Hiufigkeitsverteilung dargestellt wird. In (40) 
hingegen bedeutet (wp) — w) den Abstand von der Linienmitte, von dem an 
bei gegebenem Druck und Temperatur der Linienfliigel die Form einer reinen 
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Hiaufigkeitsverteilung besitzt. Mit den schon oben gebrauchten Daten fiir 
Hg und Ar erhalten wir fiir diese Grenze: 


Wy — @ > 2-10! see 
oder entsprechend: 
%—v > 10cm; 
sie ist vom Druck unabhiingig. 
Im ,,negativen“ Linienfliigel (also meist im kurzwelligen) gilt dagegen 
fir J, das folgende asymptotische Verhalten: 


co 


4: e— (a/4)'!s 2.(— i, y)! 1 
sas a la mmr Aa Ts 


/ tgs 1 | 
ae | 


Hier gehen also Flug- und Stérungsspektrum mit der gleichen Potenz von 





Jo 


(9 — w) gegen 0 und sind dort auch von nahezu gleicher Grébe. Dies ist 
auch zu erwarten, da die Intensitatsverteilung in diesem Fliigel bei beiden 
Spektren durch einen ,,Lorentz‘‘-Effekt bedingt ist. 


Nach diesen Ergebnissen kann man sich vom ungefihren Verlauf einer 
druckverbreiterten Spektrallinie bei gegebenen Druck- und Temperatur- 
verhiltnissen in sehr einfacher Weise ein Bild machen, indem man an die 
gewohnliche Lorentzsche Dispersionsverteilung nach (8) den mit der 
3/,ten Potenz abfallenden Linienfliigel (38) méglichst stetig anschlieBbt. 


c) Vergleich mit dem Experiment. Thre Rechtfertigung finden die bis- 
herigen Betrachtungen durch einen Vergleich mit den experimentellen 
Ergebnissen. Wir ziehen hierzu zunichst die Messungen von Minko wski }) 
an den Na-D-Linien, verbreitert durch Argon bei kleinen Drucken unter 
einer Atmosphire, heran (Fig. 5). Sie wurden in Absorption in optisch 
dicker Schicht durchgefiihrt, in der Figur ist aufgetragen die durchgelassene 
Intensit&t relativ zur einfallenden als Funktion der Wellenlinge bzw. der 


Frequenz: 
I (w) = e~*o*!, 


Die berechnete Intensititsverteilung wurde dann so normiert, dai die 
Gesamtabsorption den richtigen Wert 


2 2 
Ay = | kedo = = Nya: f 


mc 





*) R. Minkowski, ZS. f. Phys. 55, 18, 1929. 
Zeitschrift ftir Physik. Bd. 115. 40 
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annimmt, also 
2 22 e2 


wo = - Nya: f+ (J+ (@) + J, (@)) 


mec 


k 


gesetzt. Der Partialdruck der Na-Atome N,, wurde aus den Versuchsdaten 
entnommen, die Oszillatorenstirke betrigt f = 1/3 bzw. 2/, fiir die Na-D- 
Linien; schheBlich wurde die van der Waals-Konstante C nach den Rech- 
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Fig.5. Na-D-Linien, verbreitert durch Argon. 
PyNqg =3,9-10-3 mm, T= 540°. 
———— nach Messungen von R. Minkowski. 
—~-—--— berechnet. Van der Waalskonstante ( = 3,4-10° 32, 


nungen im folgenden Abschnitt zu 3,4 - 10-32 CG§8-Einheiten angenommen. 
Man erkennt aus der Figur, da8B die Linienform in ihrer Asymmetrie und 
Druckabhangigkeit durch die theoretische Kurve befriedigend wieder- 


gegeben wird. 


Als zweites Beispiel sollen die Versuche an der Hg-Resonanzlinie 2537, 
verbreitert durch Argon, von Fiichtbauer, Joos und Dinckelacker}) 
betrachtet werden (Fig. 6). Hier ist der Absorptionskoeffizient selbst auf- 
getragen, der Druck betragt 28 Atm. Infolgedessen war die Korrektion durch 
die Einwirkung der entfernten Atome (statischer Effekt) nach Abschnitt 3 
anzubringen. Die Ubereinstimmung ist trotz des hohen Druckes sehr be- 


friedigend. 





1) C. Fiichtbauer, G. Joos u. O. Dinckelacker, Ann. d. Phys. 71, 204, 
1923. ; 
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Endlich zeigt Fig. 7 das Verhalten im langwelligen Fliigel derselben 
Linie nach Experimenten von Kuhn!). (Man beachte, da8 in Fig. 6 im 
















i 
7 W GB “Q75A 
Fig.6. Hg-Linie 2537, verbreitert durch Argon. Argondruck = 25,5Atm., 7 = 300,99. 
nach Messungen von Fiichtbauer, Joos u. Dinckelacker. 
—-~—-—-— berechnet. Van der Waalskonstante: C+ = 2,0-10-32, 
C" = 0,01 - 10-32, 














70 $s 
log /y-v) [emt] —= 
| | | l 1 Le 
7 é I FI 70A 
Fig.7. Hg-Linie 2537, verbreitert durch Argon, langwelliger Fliigel. 


O\ _ 4 __ {| 512mm, 660mm, 
x = MeBwerte von Kuhn; Pg = \ 219 mm, 





T = 409°. 
—— — berechnet. 
—-—-—-— Anteil des Stirungsspektrums J; an der Gesamtintensit&t. 


Gegensatz zu den Na-D-Linien bei Minkowski nur die Linienmitte erfabt 


T k, 
wird!) Als Ordinate ist hier der Ausdruck log k, - — oder log . 
Pug’ Par ’ He’ Nae 


') H: Kuhn, Proc. Roy. Soc, London (A) 158, 212, 1937. 
40* 
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gewahlt, da so wegen der direkten Proportionalitiét der Absorption im 
Linienfliigel mit den Dichten des Argons (N,) und Quecksilbers (N,, i) 
nach (38) die Messungen bei verschiedenen Drucken in eine Kurve fallen. 
Der logarithmische Mafstab laBt den Intensititsabfall’ nach dem Gesetz 
(wp) — w)~‘ deutlich erkennen. Der Anstieg nach der Linienmitte geht 
bei der theoretischen Kurve wesentlich langsamer; da die Wirkung des mit 
(Wo — w)~? ansteigenden Flugspektrums dort durch das nur mehr wenig 
zunehmende Stérungsspektrum kompensiert wird, wieso jedoch die experi- 
mentelle Kurve mit einer staérkeren als der 2. Potenz wichst, ist theoretisch 
nicht zu verstehen. Im iibrigen jedoch werden alle wesentlichen Ziige der 
experimentellen Resultate durch unsere einfache Theorie richtig wieder- 
gegeben. Wir untersuchen nun noch im speziellen: 


d) Die Halbwertsbreite. Da die Linienmitte bei Drucken bis zu einigen 
Atmosphiaren in der Hauptsache durch das Flugspektrum bestimmt wird, so 
wird dann auch die Halbwertsbreite durch 2/t, gegeben, oder da Tt; > 1, ist, 
nach (10) durch: 


Aw, = = = 4N 05 Vx, (42) 


|| bo 


sie ist also der Dichte direkt proportional, in Ubereinstimmung mit der 
Lorentz-Weisskopfschen Theorie und mit dem Experiment. 

Bei héheren Drucken wird der lineare Verlauf aus zwei Griinden ab- 
geiindert : Erstens wird die von N zuniichst noch unabhingige Stérungszeit T, 
nicht mehr vernachlissigbar 
gegeniiber t,, und zweitens 
macht sich die Wirkung der 
entfernteren Atome geltend. 
Nach der Abschatzung in Ab- 
schnitt 3 kann letztere durch 
einen Zusatz zur Halbwerts- 
breite vom Betrag 2 b~ N2 
niherungsweise _ beriicksich- 
tigt werden. Die so ge- 


A °° 











relative Lichte —= 


Fig.8. Hg-Linie 2537, verbreitert durch Argon. . 
Die Halbwertsbreite als Funktion der Argon-Dichte. Wonnene theoretische Druck- 


© Mefwerte von Fiichtbauer, Joos und abhiingigkeit der Halbwerts- 


Dinckelacker. 
———  berechnet. . 1 -\ . ; 
~—-—-— reine Stofverbreiterung. breiten 2 (— + 5) ist in 
Ty 


Fig. 8 eingetragen fir relative Dichten zwischen 10 und 40 im Vergleich 
mit den Messungen von Fiichtbauer, Joos und Dinckelacker (I. c.). 
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Die Ubereinstimmung ist, wie zu erwarten!), nur eine angeniherte, ins- 
besondere zeigen die experimentellen Werte einen mehr linearen Verlauf. 
DaB aber die einfache Lorentz-Weisskopfsche Halbwertsbreite 2/7 in 
diesem Druckbereich sicher nicht mehr giiltig ist, zeigt die gestrichelte 
Kurve in der Figur, sie liefert wesentlich zu kleine Werte?). Das gleiche gilt 
fir die Halbwertsbreite der Na-D-Linien, verbreitert durch Argon; nur 
macht sich hier der Einflu8B der entfernten Stératome infolge der gréberen 
van der Waals - Konstanten 
schon bei kleineren Drucken M 
bemerkbar (s. auch Ab- 
schnitt 3!). Dies zeigt die 
Fig. 9 mit Messungen von 
Margenau und Watson 3) 
bei relativen Dichten 
zwischen 1 und 10. 

Die Temperaturabhin- 
gigkeit der Halbwertsbreite 
ergibt sich aus (42) zu 














9 0 2 ¥ 6 o 10 
a lias Tl y relative bichte —= 
Tf Fig.9. Na-D-Linien, verbreitert durch Argon, 
im 2 on” Halbwertsbreite als Funktion der Argon-Dichte. 
da tom J) T. 09™ T~ '* ist. ©  MeBwerte van Margenau u. Watson. 
. . berechnet. 
Dagegen ist der bei hohen -—-- reine StoBverbreiterung. 


Drucken wesentlich wer- 

dende Anteil 6 zur Halbwertsbreite temperaturunabhangig. Die vor- 
liegenden experimentellen Untersuchungen liefern diesbeziiglich keine ein- 
deutigen Ergebnisse: altere Messungen von Orthmann 4) ergaben Pro- 


portionalitaét mit VT, wihrend Horodniezy und Jablonski 5) neuerdings 
iuberhaupt keine Abhingigkeit nachweisen konnten. Nach Hull ®) ergibt 
sich eine mit dem obigen vertrigliche Abhingigkeit bei kleine Drucken, die 
bei hohen Dichten, wie zu erwarten, verschwindet. 





1) Bei kleinen Drucken z. B. sind die Linien schon so schmal, daB eine 
Korrektion betreffend die Hyperfeinstruktur nétig wird, hierdurch werden die 
Werte natiirlich schon sehr unsicher. — *) Man vgl. hierzu auch H. Kuhn, Phil. 
Mag. 28, 987, 1935, wo die endlichen Stérungszeiten bei Berechnung der Halb- 
wertsbreite ebenfalls beriicksichtigt werden. — *) H. Margenau u. W. W. 
Watson, Phys. Rev. 44, 92, 1933. — *) W.Orthmann, Ann. d. Phys. 78, 
601, 1925. — 5) H. Horodniczy u. A. Jablonski, Nature 142, 1122, 
1938. (Die relative Dichte betrug etwa 0,5.) — °*) G. F. Hull, Phys. Rev. 
51, 572, 1937. 
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e) Die Verschiebung des Maximums. Sie kommt im wesentlichen 
zustande durch das unsymmetrische Stérungsspektrum J,, bei dem es aber 
jetzt gerade auf das Verhalten in der Linienmitte ankommt, also auf die 
entfernten Voriibergiinge, die ja bei unserer Rechenmethode ausgeschlossen 
werden muBten. Wir beriicksichtigen diese nun in der Weise, daB wir die 
durch sie hervorgerufenen Frequenzstérungen mitteln und um diesen Mittel- 
wert das Flugspektrum uns verschoben denken, da ja diese Voriibergange 


sich wihrend der Flugzeit ereignen. 


Die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten einer bestimmten Frequenz- 


iinderung A = C’/o0® ist nach (16) gegeben durch: 
tayct'ls 
: ed. vale: 9 
WW (A)dA = Ain” a” dA. 


Multipliziert man noch mit der zugehérigen Stérungszeit 


1,5 CO’ \'s 
Ts (A) = - (4 ’ 


so erhailt man fiir die mittlere Frequenzstérung wihrend der Flugzeit: 








* 4z Cc’ ‘2 aA y = 
Ca (7) | = da 
) a 4x ..\2_4 ” 
5 TRE 
| 4% —)'" dA 3 
qe 9 ame e~*dz 
A's 
0 y 
\2 —9 —2 
- (=) C’ (— ~ |: dz) (48) 
8 y x 
y 
4a . ' 
mit y = 3 03 wie oben. Die Integralexponentialfunktion kann z. B. den 


Tabellen in Jahnke-Emde, 8.78 entnommen werden, fiir sehr kleine 
Drucke geht der Ausdruck in der Klammer mit 1/y gegen Unendlich, dann 
wird einfach: 


y pe = NO"!. Ail 
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was mit dem Wert von Ap nach (22) und (11) ergibt: 


ZA ~ 098-1. 
Tt 


Die Verschiebung geht somit hier linear mit der Halbwertsbreite, also mit 
dem Druck, ein Resultat, das auch von Margenau!) auf Grund einer Ab- 














o¢r 
A ° 
gs} 
Fig. 10. Hg-Linie 2537, verbreitert durch 
Argon, Maximumsverschiebung als Funk- 
~ BZ} ° tion der Argon-Dichte. 
N O Mefwerte von Fiichtbauer 
= Joos u. Dinckelacker. 
Of ° berechnet. 
! l l joa 
0 7) 20 JO 0 50 
relative Dichle —= 
Or 
A 
a8} 
4 atl ° Fig. 11. Na-D-Linien, verbreitert durch 
| ° Argon, Maximumsverschiebung als Funk- 
$ ec 0 tion der Argon-Dichte. 
< ae ° © MeBwerte von Margenau u. 
iad a Watson. 
berechnet. 
gz} , 
} l 4 1 
a é ¥ 6 8 10 
relative Lichle —= 


schitzung erhalten wurde und durch die experimentellen Ergebnisse be- 
statigt wird. Bei hohen Drucken, bei denen die Rechnung mit EinzelstéSen 
nicht mehr geniigt, wird eine zusitzliche Verschiebung durch die Wirkung 
der entfernten Atome hervorgerufen. Deren Mittelwert wurde bereits 
auf §. 605 zu 

; _ (22)3 

6 = —NC 

9 

berechnet. (Man beachte auch die dortige Anmerkung!) Mit Beriicksichti- 
gung dieser Korrektion wurde die Maximumsverschiebung in den Fig. 10 


1) H. Margenau, Phys. Rev. 48, 762, 1935. 
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und 11 als Funktion der Dichte gezeichnet, und zwar fiir die Hg-Linie 2537 
und die Na-D-Linien mit Argon als Fremdgas. Die aus den Figuren ersicht- 
liche gute Ubereinstimmung mit den von Fiicht bauer, Joos und Dinckel- 
acker einerseits und von Margenau und Watson andererseits beob- 
achteten Verschiebungen bei hohem Druck zeigt, daB unsere Abschitzungen 
auch dann noch den wahren Verhiltnissen gerecht werden. 


5. Berechnung der van der Waalsschen Kriifte. 


Bei dem im letzten Abschnitt durchgefiihrten Vergleich der theoreti- 
schen Ergebnisse mit dem Experiment war die Kenntnis der van der 
Waalsschen Stérungskrafte nétig, ihre Berechnung nach einem von 
Uns6ld1) stammenden Naherungsverfahren soll nun nachgetragen werden. 


Der Ansatz fiir die Wechselwirkungsenergie zweier neutraler Atome im 


Abstand o lautet allgemein 





1 bie C.,k Dx 
q Lek = ot 08 + °° (44) 
mit 
Zee ? ze. ° . . 
C., =6-> (in Hartree-Eimheiten) (45) 


on E, — Ey + E, — Ey 


nach London ?). Dabei bedeuten die z,,, bzw. z,,, die Matrixelemente der 
2-Koordinate in Richtung der Kernverbindungslinie fiir das strahlende 
bzw. fiir das stérende Atom; k bzw. e die Quantenzahlen ihrer augenblick- 
lichen Zustiinde. Die héheren Glieder mit 1/08 usw. wollen wir einstweilen 
unter Annahme nicht allzu kleiner StoBradien vernachlassigen. 


In vielen Fallen, z. B. beim Natrium, gestért durch Argon, ist nun 
E,— Ey >E , — E,,, wir werden also die letztere Differenz vernachlassigen, 
die Summierung iiber e’ ergibt dann gerade die Polarisierbarkeit des 
Ar-Atoms: 

Ss “ee' ie ve 

- A Paes 
wihrend die verbleibende Summierung tiber k’ auf den Mittelwert des 
(Bahnradius)? fiir den Zustand k des strahlenden Atoms fihrt: 


R? 
> he -_ J 


x 





1) A. Unséld, Physik der Sternatmosphiren, S. 282. Berlin 1938. — 
2) F. London, ZS. f. Phys. 63, 245, 1930. 
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Somit wird die Konstante der Wechselwirkungsenergie fiir den angeregten 
bzw. Grundzustand der betrachteten Linie in CGS-Einheiten in dieser Ni- 





herung: 

C—.=— 7 aRi baw. Co= — 7 oh: (46) 
=o" Se ea, ae ee 2a yC 
ihre Differenz C = C, — Co ergibt die die Linienverschiebung 4@ = ‘ 

Q 


bestimmende van der Waals-Konstante, zu deren Berechnung nun also nur 


noch die Kenntnis von « und K?2 erforderlich ist. Die Polarisierbarkeit « 
entnehmen wir einer Tabelle von V. Weisskopf (I. c.); ihr Wert fiir Argon 
betragt danach: 

a = 1,68 - 10-*4 em’. 


Fir die Na-D-Linien wurden die A? aus Eigenfunktionen, die von Trumpy !) 
nach einem angeniherten Hartree-Feld berechnet waren, durch graphische 
Integration ermittelt. Man erhalt damit nahezu den gleichen Wert wie mit 
Wasserstoffeigenfunktionen unter Verwendung der Slaterschen?) Ab- 
schirmungszahlen. Die Rechnungen ergaben fiir den 2P-Zustand des Na: 


R? = $8 Hartree-Einheiten und R? = 18 Hartree-Einheiten 
und damit nach (46) fiir die van der Waals-Konstante 


C = C, — Co = 3,4- 10-32 cm6 see? (Na—Ar). 


Mit diesem Wert wurden die theoretischen Kurven fiir die Na-D-Linien in 
den Fig. 5, 9 und 11 berechnet. 

Fir Quecksilber wird das hier eingeschlagene Niherungsverfahren, das 
auf der Vernachlassigung der Termdifferenzen H, — E,, des strahlenden 
Atoms gegeniiber E, — E,, des stérenden Edelgases in (45) beruhte, schon 
sehr schlecht. Immerhir liefert es einen oberen Grenzwert fiir die C-Kon- 
stante, fiir die sich nun ebenso leicht eine untere Grenze ergibt, indem man 
nun E, — E,, = E, — E, setzt, und die sich von der oberen nur durch den 
Faktor 1/5 unterscheidet. Die 2 far den angeregten und den Grundzustand 
der Hg-Resonanzlinie 2537 wurden hier aus Hartreeschen Eigenfunktionen 4) 


berechnet, es ergab sich 


R? = 21,.9H. E. und R? = 15,2 H. E. 


1) B. Trumpy, ZS. f. Phys. 61, 54, 1930. — *) 1. C. Slater, Phys. Rev. 
36, 57, 1930. — *) Herrn Prof. D. R. Hartree, der mir freundlicherweise die 
Eigenfunktionen des angeregten Hg-Atoms zur Verfiigung stellte, sei auch 
an dieser Stelle bestens gedankt. 
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und hieraus: 


_ {8,47) 1 3. ob. Gr. _ {2,40 
7) oe - unt. Gr. me 1,20 


ob. Gr. 


unt. Gr. 


C | 10-32 


und schlieBlich: 


ob. Gr. 


| — 0,66} - unt. Gr. ie — 4) 


alles in CGS$-Einheiten. 

Beim oberen 3P-Zustand der Hg-Resonanzlinie muB nun aber noch die 
Einstellung des Bahndrehimpulses relativ zur Verbindungslinie der beiden 
StoBpartner, charakterisiert durch die Quantenzahl m = +- 1 bzw. m = 0, 
bei der Berechnung der Wechselwirkungsenergie beriicksichtigt werden, 
worauf zuerst Kuhn!) aufmerksam gemacht hat. Die oben berechneten 
Werte stellen daher nur Mittel iiber die verschiedenen Orientierungsméglich- 
keiten dar, Aus einer von Margenau ?) angegebenen Formel der Wechsel- 
wirkungsenergie eines Atoms im P-Zustand mit einem im S-Zustand erkennt 
man, daB diese fiir die achsenparallele Einstellung (C'') zu der senkrechten 
(C~) sich etwa wie 1:2 verhalt, wenn der P-Zustand metastabil (oder der 
Grundzustand) ist. (Anschaulich erkennt man, dab das den P-Zustand 
charakterisierende Quadrupolfeld am Orte des anderen Atoms doppelt so 
groB ist, wenn seine Achse parallel zur Verbindungslinie steht als im senk- 
rechten Fall. Beim Na-?P-Zustand dagegen schitzt man aus der Mar- 
genauschen Formel unter Verwendung des partiellen f-Summensatzes von 
Wigner und Kirkwood ab, daf beide Einstellungen etwa den gleichen 
Beitrag zur van der Waals-Konstanten liefern, so daB hier die Rechnung mit 
dem Mittelwert gerechtfertigt erscheint.) 


Aus dem oben errechneten Mittelwert der C-Konstanten fiir Hg und Ar 
lassen sich nun leicht C'' und C+ getrennt bestimmen, da C, = (2 € = +C “a! 3 
und 2 C/) = C+; durch Subtraktion des Wertes fiir den GrundzustandC, 


ergibt sich dann 


ee ee ee ee 
Pct 7 |— 1,10] ” unt. Gr. re i 
, g — Ar). 

ct a ot = 4,10 10-32 ob. Gr. 

. ’ 0,20 unt. Gr. 





') H. Kuhn, Proc. Roy. Soc. London (A) 158, 212, 1937. — #) H. Mar- 
genau, Phys. Rev. 40, 387, 1932. 
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Da C+ SC" wurden bei der Berechnung des Stérungsspektrums die 
.,parallelen“ St6Be nicht beriicksichtigt, also mit einer Dichte N~> = 1/5 N 
gerechnet, da ja im Mittel jedes dritte Teilchen ein Impulsmoment senkrecht 
zur Achsenrichtung besitzt. Bei der Ausrechnung der mittleren Stob- 
zahl 1/t und des Flugspektrums dagegen war zu beachten, da’ zwar die 
Stobparameter fir parallele St6Be, infolge der geringeren Reichweite der 
van der Waals-Kraft, kleiner sind, jedoch die Anzahl der ,,parallelen** 
Teilchen doppelt so groB ist, so daB sich die StoBzahlen 

o- "3 aril 2 . 

Le = 2(~) =~ 7:10 


verhalten, hierbei also letztere nicht vernachlassigt werden diirfen. Infolge 
der groBen Unsicherheiten in den Zahlenwerten fiir die C-Konstanten 
wurden diese beim Vergleich der Theorie mit dem Experiment (s. Fig. 6, 7, 8 
und 10!) so bestimmt, daB die Ubereinstimmung der theoretischen Kurven 
mit den gemessenen eine mdglichst gute war. Dies war fiir die im vorigen 
Abschnitt besprochenen Beispiele der Fall fir: 


Cc = 0,01 - 10-22 
em® sec! (Ha— Ar) 
C+ = 2,0 - 10-82 


Werte, die sehr gut innerhalb der oben errechneten Grenzen liegen. Zum 
Vergleich sei erwaihnt, daf{ Margenau (1. ¢.) den wohl zu groben Mittelwert 
C = 1,68 - 10-82 findet, wihrend der Wert von Kuhn C+ = 0,9 - 10-82 


sicher zu klein ist. 


Es ist noch ein Wort zu sagen tiber die héheren Glhieder D 08 + --- 
(Dipol-Quadrupol- und héhere Wechselwirkungen) im Ausdruck (44) der 
van der Waalsschen Wechselwirkungsenergie. Eine Abschitzung der- 
selben fiir die hier besprochenen Beispiele ist duBerst schwierig. Bucking- 
ham?) hat nach einer Variationsmethode solche Dipol- Quadrupolkonstanten 
fur gleichartige StoBpartner bei einer Reihe von Elementen niherungsweise 
berechnet, er findet, daB sich diese von den entsprechenden Dipol-Dipol- 
Konstanten C um einen Faktor von etwa 2 bis 8 - 10-16 unterscheiden. Er 
berechnet den StoBparameter R, fiir den das zweite Glied der van der Waals- 


D 


Energie 25° des ersten erreicht, wo also 7, aay * Fe sit Dieser Wert 





1) R. A. Buckingham, Proc. Roy. Soc. London (A) 160, 113, 1937. 
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liegt bei allen von ihm betrachteten Elementen ziemlich gleichmabig bei 
R= 8-10-8+ 1-10-8em. 


Wir diirfen wohl annehmen, daB in den hier betrachteten Beispielen die 
Verhaltnisse nicht wesentlich anders liegen. Fiir emen StoBparameter der 
GréBbe 3-10-8em erhalten wir aber z. B. beim Quecksilber-Argon-Stob 
bereits aus dem ersten Glied eine Frequenzverschiebung von 
C 
R6 


Aw = 22 -0,76 - = = 18-10" sec}, 


entsprechend einem Wellenlingenabstand von der Linienmitte etwa von 
der GréBe 45 A, also weit auBerhalb der hier betrachteten Liniengebiete. 
Wenn auch bei etwas gréBeren Werten von R diese Grenze sich sehr schnell 
nach innen verschiebt, so darf doch mit einiger Sicherheit behauptet werden, 
daB in den bisher untersuchten Teilen der Linienfliigel das erste Glied im 
van der Waalsschen Kraftansatz allein bestimmend ist, weshalb auch 
unsere Rechnungen sich ausschlieBlich auf diese Naherung beschrankten. 
Der experimentell immer wieder gefundene Intensititsabfall im Linien- 
fliigel mit (wp — m)~ *21), der theoretisch nur fiir das Kraftgesetz C/o® er- 
halten wird (héhere Potenzen ergiiben einen langsameren Abfall), bestatigt 
diese Uberlegungen auf das beste. 


Anhang. Uber die Auflésung der Quadratsumme (6). 


Es soll hier die im Text, Gleichung (6), gegebene Summe untersucht 
werden hinsichtlich ihrer Abhingigkeit von der mittleren Phaseninderung 
ihrer einzelnen Glieder, und unter welchen Bedingungen sie als Summe der 
Quadrate ihrer Summanden, wie in Gleichung (7), richtig dargestellt werden 
kann. Dazu betrachten wir aus rechnerischen Griinden den folgenden sehr 
vereinfachten Fall, der jedoch das Wesentliche des Problems wohl richtig 
wiedergibt: Das Atom mége wihrend der Zeit 27 mit der Frequenz ao aus- 
strahlen und erfahre nach der Hialfte der Zeit, also nach t sec, eine kurz- 
dauernde Stérung A (Stérungszeit t, < 1, s. Fig. 12). Die Fourier-Zer- 
legung dieses Schwingungszuges liefert die folgende, der Summe (6) ent- 


1) Siehe auch die neuen Messungen von H. A. Riihmkorf, Ann. d. Phys. 
33, 21, 1938, die mit den Kuhnschen in guter Ubereinstimmung stehen. 
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Fe sprechende Intensitatsverteilung: 





Tt Ts 
— 


J (w) = | eft dt + ellm— ot. | eflir—m+ Dt dy 


ce 


0 
t 

* F z 
+ oe! (@o— O)T + UO —O + J5)Ts, | et (u% —w)t dit 


0 
Wir lassen nun noch 1, gegen Null konvergieren, jedoch so, daB die Phasen- 
stérung O = A -rt, endlich bleibt, dann kann das mittlere Glied vernach- 
lissigt werden und man erhilt mit wm) —o = d: 


























. is 2 
J (d) a —— ae 1) + = efae +20, (eft Ps 1) : (47) 
w 
ry NC 
ty NN 
oe . 7 
t T —— 
—— ét + & 
Fig. 12. 


Diese Quadratsumme lébt sich exakt berechnen, man erhalt durch Auf- 
lésung in Real- und Imaginirteil nach einigen Umformungen: 


(a) pe Re ae eta: (48) 


Wir betrachten nun eine Uberlagerung vieler solcher Schwingungsziige 
mit verschieden langen Schwingungszeiten t und Phaseniinderungen O und 
mitteln daher (48) zunichst iiber alle 7, indem wir fiir die Wahrscheinlichkeit 
einer bestimmten Schwingungsdauer tT setzen: 








T 


1 : 
W(t)dt= =e t dt. 


Geeignete Zusammenfassung ergibt: 


J (d) = A, + (Ag — A) cosO0 + - (3 — 1) sin O (49) 


2 
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mit 
1 1 : 
A; = —— 3} A, = 5° 


1\2 ~ 1 

tT 2T 
Um nun auch iiber die Phaseninderungen 9 zu mitteln, brauchen wir noch 
deren Verteilungsgesetz, das man aus der Wahrscheinlichkeitsverteilung der 


15 C’ 
StoBparameter o erhilt, da jaO = A-1t, = ee ist. Aus Gleichung (16) 
Q 





ergibt sich dieses zu 


_ »,d0 = 47 */a -C" 
W (0) dO ~ e010" 6 = (=) 15—. (50) 


tf 


Ja) —— 











Fig. 13. ‘Intensititsverteilang von Schwingungsziigen der in Fig. 12 
dargestellten Form in Abhaingigkeit von der mittleren Phaseninderung. 





Durch diese Mittelung erhalt man schlheBlich: 








| 1 (As i | 
I(t) =A, + (42 4)C() + (F-A)-8O, 61) 
wo | 
, WE fe 19)" (eos O 
| ~|“on-linol 9® 
0 


Die Integrale wurden fiir verschiedene Werte von 9, d.h. des Druckes, 
graphisch berechnet, das Ergebnis der Mittelung zeigt die Fig. 18. Zwei 
Grenzfille lassen sich leicht iibersehen: 
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1. Ist O konstant gleich Null, so wird aus (49) 






1 











. Jo (d) ~ 12° 
h ”* (55) 
r 
Man erhilt also eine Dispersionsverteilung mit der Halbwertsbreite 2/2 rf, 
) wie zu erwarten, da der Schwingungszug der Linge 27 nicht unter- 
brochen ist. 
' 2. Ist —, also damit der Druck, sehr groB, dann werden die groBen 





Phaseninderungen bei der Mittelung bevorzugt und die Integrale C und S 






gehen infolge des oszillierenden Integranden gegen Null, die Intensitits- 






verteilung wird dann 






1 
On 





J, (d)~ 






also ebenfalls eme Dispersionskurve, aber mit doppelt so groBer Halbwerts- 





breite 2/t. Dieser Grenzfall aber entspricht der direkten Auflésung der 





Quadratsumme (47) in die Summe der Quadrate der Summanden und nach- 





herige Mittelung: 





1 
J @) = Sl\(e4* —1) Pp = ~—_;, 


# +(=) 


wie sie im Text vorgenommen wurde. Er besagt, daf} im Mittel yede Phasen- 




















ainderung den Schwingungszug von der Liinge 2 7 unterbricht. Man erkennt 






aus der Figur, daB diese Grenze etwa fiir 2) > 6 erreicht wird, entsprechend 
einer relativen Dichte (fiir den Hg-A-StoB) von etwa 150 an. 








Das fiir den Text interessierende Problem ist nun, bei niedrigeren Drucken 
die kleinen Phaseninderungen von der Mittelbildung auszuschlieBen, derart, 
daBb auch dann die Quadratsumme (47) durch die Dispersionskurve J, (d) 
dargestellt werden kann, d.h. also eine untere Grenze Op zu bestimmen, 






Oberhalb welcher simtliche Phaseninderungen als ,,St6Be'* wirksam sind. 





Man findet diese nach oben aus der Forderung: 











ao 


C’ e— (8/6)"'s 
a mr | B's 


Go 





cos 0) 


ain @{ 4? =— 0. 
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Diese laBt sich am besten durch die folgenden graphisch erhaltenen Werte 
von Op» befriedigen: 


Fur 0 <1 (rel. Dichte < 25) O) = 1,1, 
», O=2 (rel. Dichte = 50) Oo = 0,9, 


» O =8 (rel. Dichte + 75) Op, = 0,7. 
Die beigeschriebenen relativen Dichten beziehen sich wieder auf die Daten 
der Hg-Resonanzlinie 2537, verbreitert durch Argon, fiir die Na-D-Linien 
und Argon liegen sie entsprechend etwas niedriger. In dem fiir die Rechnung 
mit Einzelst68en noch giiltigen Druckbereich miissen also alle Voriiberginge, 
die eine Phaseniinderung => 1,1 hervorrufen, als ,,8t6Be*, d.h. als eine 
Unterbrechung des Schwingungszuges des strahlenden Atoms angesehen 


werden. 


Herrn Prof. A. Uns6ld verdanke ich nicht nur die Anregung zu dieser 
Untersuchung, sondern auch stete Férderung und viele wertvolle Ratschlage. 
Ein Teil der Arbeit wurde wahrend eines Stipendiums der Deutschen 
Forschungsgemeinschaft ausgefiihrt, der ebenfalls an dieser Stelle mein 
Dank gebiihrt. 


Kel, Institut fiir Theoretische Physik. 
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